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TEMA 9- INTRODUCCION A LASECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

1. Introduccion.

Definicion.

Se denomina ewadon dferencial a aaquier eauaddn en la que garecen
reladonadas:

*) Una o varias variables independientes.

*) Unavariable dependiente de dlao el as.

*) Derivadas de la variable dependiente respecto a una o mas variables
independientes.

Notad én:
A lavariable independiente, cuando solo sea una, se la representara por x (0 pa t).
En el caso de haber més de una se las denatara wn subindices xg,..., X, -

A lavariable dependiente, también Il amada funcion incognita o funcion solucion, se
la denctara por y(x), o cuando no laya lugar a cnfusion, smplemente por y.

Definicion.
Se denomina eauacion diferencial ordinaria (e.d.o) atoda ewacion dferencial en
la que lavariable dependiente depende solo de una variable independiente.

Definicion.

Se denomina eauacion diferencial en derivadas parciales a toda ewadon
diferencia en la que la variable dependiente depende de mas de una variable
independiente.

Definicion.
Se denomina orden de una e.d.o. a mayor orden de derivacién ke la variable
dependiente que interviene enlae.d.o..

Definicion.

Se denomina grado de una e.d.o. a mayor exporente, si es un nimero natural, a
que esta devada la derivada de mayor orden de la variable dependiente que
interviene enlae.d.o..

Definicion.
Se denominae.d.o. lineal de orden n atodae.d.o. & orden n en laque la derivada
de orden n de la variable dependiente, y"(x) depende linedmente de
y(X), V' (X), ¥ (X),....y""(x). En dros témincs estas eaiadones rdn de la
forma:

2, (). " (9 + 8, (0).y ") + .+ 3 (%)Y (X) + 30 (X).y(X) =b(x)
doncklas a,(x),a,(X),....a,(X) y b(x) sonfunciones cualesquieradelavariable
independiente x.

(n-1

Definicion.
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Se denomina solucién general de una e.d.o. de orden n a la familia de funciones
dependientes de n parametros que verifican lae.d.o..

Definicion.

Se denomina solucion singular de una e.d.o. e orden n a toda funcién y(x) que
verifique la ed.o. y no pertenezca ala familia de funciones que @nstituyen la
solucion general delae.d.o..

Definicion.
Se denomina solucion particular de unae.d.o. c orden n atoda funcion y(x) que
verificalae.d.o..

Definicion.
Se denomina problema de Cauchy al problema:
“Siendo | un intervalo abierto de R, y siendo f(x, y,...,y(”’l) uma funcion
conccida, definida en | x R", encontrar una funcion:
y: I - R

X - y(X)

verificandolae.d.o:
yO=f(xy,y,...y") OxOl
y la mndciones:
V%) =Yor Y(X)=Yo. o YX) =Y

donce X, U1 e yo,yé,,...,yo(”'1 son n valores conocidos’.

NOTA:

En los problemas de Cauchy que garecen en las aplicaciones précticas, en
ocasiones la variable x representa d tiempo y € punto X, en e que se fijan los
valores de la funcidén y sus derivadas es € extremo izquierdo cgl intervalo | (es
dedr e “instante inicial”). Por eso en dchas ocasiones este tipo de problemas =
conacetambién con el nombre de problemas de valores iniciales.

Definicion.
Siendo! unintervalo abierto de larectared, y siendo f (X, y,...,y"" ™) unafuncién
conccida, definida en | x R", se denomina problema de @ntorno a problema de
encontrar unafuncion:
y: I - R
X — Y(X)
solucion celaed.o:
yO=f(xy,y,....y") OxOl
y tal que lafuncién y/o algures de sus derivadas toman valores predeterminados en
purtos diferentes del intervalo |.

Definicion.
Se denomina curva integral de una e.d.o.ala gréficade aalquier solucion e la
e.d.o..
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Teorema.
Dada la ed.o. ¢ primer orden y'=1f(x,y),s f(x,y)y g—f(x, y) son funciones
X

continuas obre un reddnguo D de R?, entonces por cada purto (Xo,Yo) deD pasa
unaUnica awrvaintegral.

NOTAS:

13 Unae.d.o. pwede expresarse de tres formas:

Forma explicita (o forma normal): La derivada de mayor orden aparecedespejada e
igudlada a una funcién ce la variable independiente, la funcidn incégnita y sus

derivadas hastaorden (n-1): y" = f(x,y,...,y" ™)
Formaimplicita: En formade unaecuacion: F(x,y,....,y" %, y") =0

Forma diferencial: En forma de una ecuacion en la que intervienen las diferenciales
de lafuncionincdgnitay de lavariable independiente.

29 Dada una familia de funciones dependientes de n pardmetros, para obtener la
e.d.o. & orden n de la que dicha familia es ©lucion basta wn despgar los n
parametros de la familia de las expresiones de las derivadas hasta orden n de las
funciones que forman la familia dada y, una vez expresados los parametros en
funcién e las derivadas de la funcion incdgnita, sustituir en la expresion ke la
familia de funciones.

3 Al igua que se ha hablado ce las ecuaciones diferenciales ordinarias, pueden
considerarse sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para dlo debe
considerarse que lafunciénincdgnita es unafuncion vedorial:

yil - RM
Oy, (X) C

L
Hrm(0F

y que lafuncion del segundomiembro del sistema de e.d.o. es unafuncion vectorial
definida sobre | x(R™)", esdedr:
f:1x(R™" - R"

X - Y(x)=

o o o |:El()g;/’ylv"’y(n_l) E
XY, YY) o F(6 Y Yy = %" 0

U= — (n-1 [
Bf (XY, Y,y B

Condllo € sistemade e.d.o.seicribe:
Yy = f(xy,...y"

0 en forma desarroll ada:

V"= £106 Y Yo Y Va0 Yoo Yoo YT VST YT
Y& = F2(% Y1, Voo Y Yoo Yoo Yoo YT YTy )
M
r(T? = fm(X, yllyZy----iymlyily‘21"'ly|"‘n’ """" ’y](.n_l’yén_l’"“’ 'gr?_l)
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4% Una e.d.o. ¢ orden n puede transformarse en un sistema de n ecuadones
diferenciales ordinarias de primer orden. Asi lae.d.o:

y" =y, Yy
se transforma en e sistema de n eauadones diferenciales ordinarias de primer
orden:

Zt =09,(% 2,25,0.,2,)
z, =0,(%2,2,,...,2,)
M
ZI“I :gn(X’Z:I.’ZZ""’Zn)
hadendolos cambios de variables:
2=y, ,=7(=Y), Z3=2(=Y"), ... Z,=Z,4(= y™™)
conlo quelafuncion g(x, z, z,,...,2,) ser&
0,(%,2,2,,....,2,) = 2,
0,(X2,2,,...,2,) = 23
M
0,4(%2,2,,...,2,) =z,
9,(%2,2,,...,2,) = T (X, 2., 2,,...,2,))

2.Resoluciéon de algunas E.D.O. deprimer orden.

Una e.d.o. ¢ primer orden la escribiremos, indistintamente, de dguna de las tres
formas sguientes:

Formanormal (o explicita): y'= f(x,y)

Formaimplicita: F(x,y,y')=0

Formadiferencial: M (x, y).dx+ N(x,y).dy=0.

2.1.E.D.O. delaforma y =f(x).
Su solucién genera ser&:

y(X) :If(x).dx+C
donck C es una onstante abitraria.

NOTA:

Este proceso se puede generalizar alas e.d.o.de orden ndelaforma y = f (x)
mediante:

y"(x) = [f(x)ax+C

y"2(x) = I(J’ f(x).dx)dx+C x+C,

y"3(x) = J’(J’(J’ f (x).dx)dx)dx+ %.xz +C,X+C, = J’(J’(J’ i (x).dx)dx)dx+ K.x% +C,.x+C,
N

y(X) :J’((J’(I(I f (x).dx)dx)dx)...)dx+ Cte, x"Y + Cte,.x("? + ..+ Cte,_,.x + Cte,
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2.2.E.D.O. deprimer orden devariables sparadas.
Sone.d.o. ¢ primer orden delaforma:
F(X).G(y).dx+ H(x).P(y).dy=0

Su resolucion se redlizadividiendo pa G(y).H(x) eintegrando,conlo que:

IP(y) = F(X)

G(y) H (x)

de donck la solucidn general se obtendra resolviendo la ecuacion g(y) + f(x) =C
donce;

dax+C

a(y) = jG(y)dy f(x)= IH()d

NOTA:
En este proceso se han poddo eliminar soluciones que hiciesen que G(y).H(x) =0.

Por ello aras luciones de la e.d.o palrian encontrarse entre las funciones y(X)
tales que G(y).H (x) =0. Es necesario encontrar tales funciones y comprobar si son

solucion celaed.o. cida

2.3.E.D.O. deprimer orden homogéneas.

Definicion.

Sedicequelafuncion f(x,X,,...,X,) eshomogéneade ordenr s se verifica
f(AX, Ay ey AX) = AT F (X, X0, X,) OA

Definicion.
Se dice que la ed.o. M (X, y).dx+ N(x,y).dy=0 es homogénea s las funciones
M (X, y) ¥ N(x,Yy) sonfunciones homogéneas del mismo orden.

NOTA:
Si lae.d.o.se propaciona en laforma y'= f(X,y), serahomogéneas f(x,y) es
unafuncion hanogénea de orden 0.

Unae.d.o. ¢k primer orden hanogénea se resuelve mediante @ siguiente proceso:
19 Serediza d cambio devariable y =xu conlo quelae.d.o.setransforma en:

1 dx+ N

X M@u)+uN@Lu)
gue ya es de variables gparadas, siendo u la funcidn incognita y x la variable
independiente.
29 Seresuelvelae.d.o. cevariables sparadas en u.
39 Se deshace d cambio olteniendo y(x) = xu(x).

NOTA:

En € proceso de resolucion de la e.d.o.de variables sparadas se han poddo perder
algunas oluciones yaque se divide por x[M (1, u) + u.N(1,u)]. Es necesario pa ello
obtener las oluciones de [M (Lu) +u.N(, u)] y andlizar sl de dlas s obtienen dras
solucionesdelae.d.o.

2.4.E.D.O. deprimer orden reducibles a homogéneas.
Sone.d.o. celaforma
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y= fHa.x+b.y+c
Hal.x+bl.y+c;l
El método & obtener soluciones depende de s las rectas ax+by+c=0 y
a,.X+Db,.y+c, =0 son paralelas o no.

a) Casoen glelasredasnoson paraelas:
En este ca&o sea ¢ purto (xo, yo) el purto en que se rtan, es dedr la solucion del

sistemade 2 eauadones:

fax+by=-c [
U L
[BaX+b.y=-¢[
El cambio de variables x=x+ X,, y=Y +Yy, transformala e.d.o. en la e.d.o.

homogénea
V= f a.X +byY
X+bY

gue se resuelve segun lo visto en € apartado 2.3.Una vez hall ada la solucion Y(X)
se deshace d cambio anterior, es dedr se remplaza Y por Y=y-y, y X por

X =X-Xq.

b) Caso en qwelasredas n praleas.
En este cao se verificaraque:

a

por lo que d cambio u=ax+h.y (esdedr y=(u-ax)/b) transformalae.d.o.en

otrade variables sparadas de funcionincdgnitau y de variable independiente x que
se resuelve segun lo indicado en € apartado 2.2..Unavez halladala funcion u(x) se
deshace ¢ cambio anterior.

2.5.E.D.O. exactas.

Definicion.

Sedicequelaed.o. M(x,y).dx+ N(x,y).dy=0 esexacta s existe unafuncion ce
dosvariables F(x,y) tal que:

(Z—F(x,y) =M(xy) y a—F(X, y) = N(xy)
X oy

Propiedad.
Silasfunciones M (x, y) y N(x,y) sonregularesde dase C{(R?), lae.d.o:

M (%, y).dx+ N(x,y).dy=0
esexadas y solamente s severificaque:

oM oN

— (X, =—(X,

oy (x,y) ax( y)
Laresolucion ce unae.d.o.exada se ohtiene de:

dF(x,y) = M (X y).dx+ N(x,y)dy=00 F(x,y)=C
En cuanto ala expresion ce lafuncién F(x,y) se obtendra mediante:
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F(xy) = IM (%, y).dx+IEﬂ(x, ) _aiy(IM (%, y).dx)%jy

0,0 que esequivalente:

F00y) = NGoY)dy + [M 0c) —L (TN ).y

2.6.Factoresintegrantes.

Definicion.

Se denomina factor integrante u(x,y) a aiaquier funcion tal que multiplicando
por ella la e.d.o. de la forma M (X, y).dx+ N(x,y).dy=0 se oltiene otra e.d.o.
diferencia exada

MO Y)M (X, y).dx+ p(x, y).N(x, y).dy=0

En general la expresion ce un factor integrante se obtiene resolviendo la eaacion
en derivadas parciales.

M (%, y).‘;—’;(x, y) - N( y).z—‘x‘(x, y) = u.gg(x, y) ‘%(X’ y)E

Casos particulares:
2.6.1. Caso en que d factor integrante depende de una expresion conocida

Z(X.Y).
En este cao €l factor integrante se obtiene mediante:
ON_oM
x 9
I ;z yaz' z
M. —-N.—
oy 0X

u(2)=e

2.6.2. Caso en € que d factor integrante solo depende de la variable
independiente x.

En este cao € factor integrante se obtiene mediante:
oM

oN
I ay (Xry)_&(xry).dx
py=e NV

2.6.3. Caso en € que d factor integrante solo depende de la variable
dependientey.
En este cao € factor integrante se obtiene mediante:

N oM
ey (%,
ax oY) ay( y)

J o
piy)=e M

2.7.E.D.O. linealesde primer orden.
Son celaforma:

ay(X).y'(X) + a9 (x).y(X) = b(x)
y se escribiran, dvidiendo po a, (x) , como:
y' (X) + p(x).y(x) =r(x)
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Si b(X) es la funcion idénticamente nula la e.d.o. se denominara linea de primer
orden homogénea.

Si b(x) no es la funcion idénticamente nulala e.d.o. se denominara lined de primer
orden completa.

2.7.1.E.D.O. linealesde primer orden homogéneas.
Son celaforma:

y' () + p(x).y(x)=0 (1)

Propiedad.
El conunto de soluciones de la e.d.o. (1) tiene estructura de espado vectoria de
dimension 1.

NOTA:
Lafunciony(xX)=0 es unasolucién ce (1) que se denomina solucion trivial.

Puesto que (1) es una e.d.o. c variables separadas a1 solucion general sera de la
forma:

y(x) = K o J P

2.7.2.E.D.O. linealesde primer orden completas.
Son ckelaforma:

y' (%) + p(x).y(x) =r(x) (2)

Propiedad.
Siendoyi(X) una solucion particular de (2), y siendo yo(X) la solucién general de la
e.d.o. hanogénea aociada (y'(X) + p(x).y(x) =0), lasolucion genera de (2) es de

laforma y(x) = yo(X) + y,(X).

Procedimiento general deresolucion deunae.d.o.lined completa de primer orden:
19 Encontrar una solucion particular de la completa (y1(X)).

29 Obtener la solucién general de la homogénea(yo(X)).

39 Construir lasolucion general: y(X) = Yo (X) + Y, (X).

Si no se mnace la solucion particular y1(X) de la completa puede utili zarse dguno
de los dos métodos sguientes:

a) Método ek variacion ce onstantes (0 método de L agrange).
[ P(x).dx

Siendo la solucion e la ed.o. hanogénea y,(x)=K.e. se buscan

soluciones de la mmpletade laforma:

Y09 = K(e P
donce K(X) es una funcion dependiente de la variable independiente x. Para
determinarla seresuelve lae.d.o.de primer orden:

K').eIPP* =r(x) 0 K(x) = J’r(x).ef P

(X)'dx.dX +C

b) Méodo & fador integrante (conversion en uree.d.o.exada).
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Propiedad.

La funcion u(x)= e POY e un  fador integrante de la ed.o.
Y (X) + p(x).y(x) =r(x).
Por tanto la e.d.o.completa se transforma en:

H(X).(P(X).y(X) =1 (X)).dx+ u(x).dy =0
gue esunae.d.o. dferencial exada que se resuelve segun lo indicado en €l apartado
2.5.

2.8.Ecuacionesreducibles a lineales de primer orden.

2.8.1.Ecuaciéon de Bernoulli.

Soned.o. celaforma: y'(X) + p(X).y(X) = r(X).(y(x))".

S m=0, lae.d.o.eslined completa de primer orden.

Si me1, la ed.o. se escribe omo: y'(X) +(p(x) = r(X))y(x) =0 que es lined
homogéneade primer grado.

Si mesdistinto de 0y distinto de 1, su resolucion consiste en:

a Multiplicarlas por (y(x))™ obteniendolae.d.o:

(YO ™Y (9 + pO9.(Y())' ™™ =1 ()
b) Hacer e cambio de variable dependiente: u(x) = (y(x))*™ ohteniendolae.d.o:

%.u'(x) + p(X).u(x) =r(x) ©)
-m

que esunae.d.o.lined de primer orden en lavariable u(x).
c) Resolver (3) segunlo visto en 2.7., olkeniendo lafuncién u(x).
d) Deshacer el cambio de variable.

2.8.2.Ecuacién de Riccati.

Son celaforma: y'(x) = p(X).(Y(X))? + q(x).y(x) + r(x).
Si p(X)=0, lae.d.o.eslined completa.

Si r(x)=0lae.d.o.esdetipoBernouli conm=2.

En atros casos el procedimiento de resolucion consiste an:
a) Encontrar una solucién particular yi(X).

b) Redizar el cambio de variable dado pa: y(x) = yl(x)+% con lo que la
u(x

e.d.o. se transforma e: u'(x) + (2.p(X).y; (X) + q(X)).u(x) =—p(x) que e una
e.d.o. lined completa que se resolvera segun lo visto en e apartado 2.7.
obteniéndose lafuncion u(x).

c) Deshacer e cambio de variable redizado olieniendo como solucion general:

_ 1
y(X) = y;(X) "'m

3.E.D.O. linealesde orden n.

Unae.d.o.lined de orden n esdelaforma

2, (.Y (%) + 2,5 ).y X + .+ 8 (XY (%) +ag (%).y(X) =b(X)
donce a,(X),a,(X),...,a,(X) y b(x) son funciones lo dependientes de la variable
independiente x.
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Si b(x) =0 lae.d.o.sedice que eshomogénea.

Si b(x) # 0 lae.d.osedice que es completa.

- S todos los coeficientes a,(x), a;(X),...,a,(X) son constantes la e.d.o. se dice
gue es de meficientes constantes.

- S a,(x) =1 (cosa que se puede lograr siempre dividiendo la e.d.o. po este

coeficiente) se dice quelae.d.o.esta normali zada.

Teorema.
S ay(x),a,(x),...,a,(X) y b(x) son funciones continuas en [a,B] entonces €
problema de Cauchy:

“Hallar y(x) tal que:
23, (.Y (%) + 8, (0).y ")+t 2 (XY () + 3 (X).y(x) =b(x)  OxO[ar, B

Y(%)=Yor Y (X)=Yo - YHX)=YST X Ofar, ]
donck y,, y;), ,yc(,n ™ son velores conccidos”

admite una Unicasolucion.

3.1.E.D.O. lineales homogéneas de orden n.
Son celaforma:

2, (2).y" (%) + 2,5 (.Y ")+ + 2 (0. () + 3 (x).y(X) =0 (4)

Teorema.
El conjunto de funciones formado pa todas las luciones de la e.d.o. (4) tiene
estructura de espacio vedoria de dimensiénn.

Definicion.
Se denomina sistema fundamental de soluciones de (4) a toda base del espacio
vedoria de soluciones de (4).

Conseauencia:

Dadas n funciones {yl(x), y2(x),...,yn(x)} para omprobar s constituyen un
sistema fundamental de soluciones de (4) deben seguirse los sguientes pasos:

19 Comprobar que todas las funciones on soluciones particulares de (4).

29 Verificar que son n funciones linealmente independientes, es decir que:

ARG IS
y1|(\;|() y2|E/|X) yn'E/IX) 40 [Ox
A OO R O

El determinante anterior se denomina Wronskiano ce las funciones y; (X),..., ¥, (X)

que esasu vez funcidn celavariable independiente x.
Ademas, s se dispore de un sistema fundamental de soluciones

{y1(%), y5(X),....y,, (X)} lasolucién general de (4) se mnstruye @mo:

Y09 = 3 Gy
=
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donce ¢ (i=1,...n) son n constantes arbitrarias.

Propiedad.
Siendo  {y,(X),¥,(X),...y,(X)} n funciones linedmente independientes

(Wronskianoz0), constituyen un sistema fundamental de soluciones de la e.d.o.
lined homogéneade orden n dada por:

yi(¥) o YR () (X
i) o ¥a(®) Y% 0
M .. M M |~

iGN O IRV )

Propiedad.
Siendo y;(X) una solucion particular de la e.d.olined homogéneade orden n dada
por (4), el cambio de variable: y(X) =y, (X).v(x) transforma la e.d.o. (4) en dra

e.d.o. dferencial lined homogéneade orden (n-1) en lavariable w(x) =V'(X) .

Procedimiento general deresolucion ce (4):

19 Encontrar una solucion garticular de (4) (yi(X)).

29 Redizar e cambio de variable y(X)=y,;(X)v(x) y obtener la ed.o.
correspondente en v(X).

39 Redizar e cambio de variable w(x)=Vv'(x) ohteniendo la e.d.o. lined
homogéneade orden (n-1) en w(X).

49 Resolver lae.d.o. oltenida en la dapa anterior obteniendow(X).

59 Deshacer |os cambios de variable reali zados.

3.1.1.E.D.O. lineales homogéneas de meficientes constantes de orden n.
Definicion.
Dadalae.d.o.lined homogénea de aeficientes constantes de orden n:
y"+a, .yt + . +ayta,y=0 ®)
se denomina polinomio caracteristico asociadoalae.d.o.(5) a padinomio:
p(m=m"+a _,.m"> +_ +a.m+a,

Propiedad.

e Siendom unaraiz simple del palinomio caraderistico asociado ala e.d.o. (5), la
funcion y, (x) = e™* esunasolucion particular de (5).

e Siendom una raiz de multiplicidad r del padinomio caraderistico asociado a la
e.d.o. 5, las funciones:
Vi1 (X) = e™ Yi2(X) = xem™ Yis(X) = x2e™ .. Yir (X) = x" ™ eM*  son
soluciones particulares linedmente independientes de lae.d.o.(5).

Conseauencia:

Conccidas las raices del painomio caracteristico asociado a la e.d.o. (5) se pueden
obtener n soluciones particulares de la e.d.o. (5). Ademas estas n soluciones
particulares constituyen un sistema fundamental del espacio de soluciones de (5)
por lo que la solucion general se podra expresar como ura cmbinadon lined de
ellas. Més concretamente pueden distinguirse |os casos sguientes:
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a) Lasraices de p(m) sontodas redesy simples.
En este cao la solucion genera seradelaforma:

Y9 = 6
=1

b) Algunas raices de p(m) sonredes multiplesy otras nreales Smples.
En este ca0, S m esunaraiz de multiplicidad r, dicharaiz aporta ala expresion ce
la solucién general los simandos:

(qyl +C o XFC Xt q,r.x(r‘l))e""X

A las expresiones asi obtenidas deben afadirseles las correspondentes a las raices
simples. En resumen, suporiendo qie s (con 0<s<n) es € nimero de raices smples
(ordenadas como las primeras s raices de p(m)) y que € resto de las raices m

q
(j=st1,...0) son raices de multiplicidad r; (donce s+ er =n) se tendra cmMo
j=s+l

expresion ce la solucion:

S a [
_ : k=1) [M; X
yo) =S cen + S EZC“(.X( )% j
1=1 j=s+1[ k=1

¢) El pdinomio caracteristico p(m) tiene dgunas raices complejas sSmples.
En este c&0, S m es una raiz complgja smple, de la forma m; =a; +b;i, (con

i =+/-1), también serd raiz de p(m) m =a -b.. Por elo des oluciones
particul ares de la ecuacion seran:

9;(x) = (@il = g .(cos(bj )+ i.senp;))

9, (x) =™ =¥ .(cos(bj )— i.senp;))
Estas dos luciones particulares tienen expresiones complejas. No obstante,

partiendo & dlas pueden generarse dos luciones particulares reaes
independientes. Para dlo basta con denominar:

Y, (% :%.(g,- () + 0y () =€ .cosb,)

() =7, (9 + 9, (0) =™ senb)

Con esta mnsideracion se tiene que las dos raices complegas (conjugada una de la
otra) aportan ala expresion cke lasolucién general os simandcs:

€7 (K;.cosp.x) +C;.senp.x))
A dlos habrd que diadirles los correspondentes a las raices reales (simples o
multi ples) del palinomio caraderistico p(m).
d) El pdinomio caraderistico p(m) tiene algunas redes complgjas multi ples.
En este cao, S m es una raiz complga de multiplicidad r, de la forma

m, =a; +b;i, (con i=y-1), también serd raiz de multiplicidad r de p(m)

m, =a, —b.i. Por ello, segun el teorema general, (2.r) soluciones particulares de la
eauacion dferencia son las funciones:

9;.s(x) =x6Y BT =y (5D g2 .(cos(bj )+ i.senp;)) s=1..r
s (¥) = xED ™D = (s g .(cos(bj )— i.senp;)) s=1..r
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Estas (2.r) soluciones particulares tienen expresiones complegias. No olstante,
patiendo & dlas pueden generarse (2.r) soluciones particulares redes
independientes. Para dl o basta cn denominar:

yj,s(X) :%.(gjls(x) + gk,s(x)) = x(s7D) g?i .COS(JJ-) (s=1...,r)

i N a
Vs () =-(-9,5(9) + 9 (9) =XV €% .senb;)  (s=1....7)
Con esta ansideracion se tiene que las dos raices complegjas (conjugada una de la
otra) aportan ala expresion ce la solucion genera |os simandcs:
ea"'x.[(Kj,1 +K X+ 4K, .x("l))cosb.x) + (Cj,1 +C;,X+..+C}, .x(r‘l))senb.x)]

A dlos habrd que diadirles los correspondentes a las raices reales (simples o
multiples) y alas raices complgjas sSmples del polinomio caraderistico p(m).

3.2.E.D.O. lineales completas de orden n.
Propiedad (principio de superposicion).
Siendo y;(x) unasolucion celae.d.o.lined deorden n:

a, ()Y " () + @, (.Y ") + .+ 3 ()Y (X) + 8y (X).Y(X) = by (%)
y siendo y, (X) unasolucion celae.d.o.linea de orden n:

2, (.Y (9 + (.Y ") + .+ 3 (X).Y (X) + 89 (X)-Y(X) =, (X)
entonces lafuncion y(X) = y;(X) + y,(X) esunasolucion celae.d.o.lined de orden
n:

2, (%)Y () +ap (.Y + .. 3y (X).y' () + 80 (%)-Y(X) = by (%) + b, (%)

Propiedad.

Siendo y,(X) lasoluciongenera delae.d.o.lined homogéneade orden n:
2, (.Y (9 + 2, (.Y ")+t & (XY () + 39 (¥).y(X) =0

y siendo y;(X) unasolucion particular delae.d.o.lined completa de orden n:

2, (.Y (9 + 2, 0.y ") + .+ 3, (.Y () + 35 (X).y() =b(x)  (6)
entonces la funcion y(x) = y,(X) + y;(X) es lucion general de la ed.o. lined
completa (6):

2, ()Y (%) + 2, (.Y "X + .+ 8 (XY (%) +ag (%).y(X) =b(X)

Procedimiento general deresolucion de unae.d.o.lined completa de orden n:
19 Resolver lae.d.o. hanogénea aociada hallando su solucion general y, (X) .

29 Encontrar unasolucion particular y;(x) de (6).
39 Formar la solucion general de (6) como y(X) = Y(X) + y4(X) .

Para hallar una solucion perticular de (6) puede emplearse d siguiente métoda
Método ¢k variacion ce @nstantes (0 método de L agrange).
Siendolasolucion general delae.d.o. hanogéneade laforma:

S 6.y, (%)
i=0

se buscaduna solucién particular de (6) de laforma:
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Y09 = 3 G095
i=0

La determinacion de las expresiones de C,(x),C,(X),....C,(X) se redizara

obteniendo las expresiones de C,(X),C,(X),...,.C,(X) através de la resolucion del
sistema dgebraico de ecuadones:

=]

C'(x).yi (x) =0

s
(@]

C'(%).y, (%) =0

s
o

C'(¥).y; (=0
M
> C(.y"* (=0

1=0
A (1,0 _ B(X) L
Egoc (X).yi (X)) = ) (X)E

I
o

OOOOOoOoOoOoOoOoOoOonO
AT ar e arir

n
donck la Ultima eaiacion es la que se ohtiene d sustituir y(x) = Zq(x).yi(x) enla
i=0

e.d.o.completateniendoen cuentalaimpasicion ke las (n-1) eauadones anteriores.
Una vez obtenidas las expresiones de C;(x),C,(X),...,C,,(X) basta @n integrarlas
para obtener las expresiones de C,;(x),C,(X),...,C,(X) y con ellas reconstruir la
expresion celasolucion particular de (6).
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