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TEMA 9 - INTRODUCCIÓN A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

1. Introducción.

Definición.
Se denomina ecuación diferencial a cualquier ecuación en la que aparecen
relacionadas:
* ) Una o varias variables independientes.
* ) Una variable dependiente de ella o ellas.
* ) Derivadas de la variable dependiente respecto a una o más variables
independientes.

Notación:
A la variable independiente, cuando sólo sea una, se la representará por x (o por t).
En el caso de haber más de una se las denotará con subíndices mxx ,...,1 .

A la variable dependiente, también llamada función incógnita o función solución, se
la denotará por y(x), o cuando no haya lugar a confusión, simplemente por y.

Definición.
Se denomina ecuación diferencial ordinar ia (e.d.o.) a toda ecuación diferencial en
la que la variable dependiente depende sólo de una variable independiente.

Definición.
Se denomina ecuación diferencial en derivadas parciales a toda ecuación
diferencial en la que la variable dependiente depende de más de una variable
independiente.

Definición.
Se denomina orden de una e.d.o. al mayor orden de derivación de la variable
dependiente que interviene en la e.d.o..

Definición.
Se denomina grado de una e.d.o. al mayor exponente, si es un número natural, al
que está elevada la derivada de mayor orden de la variable dependiente que
interviene en la e.d.o..

Definición.
Se denomina e.d.o. lineal de orden n a toda e.d.o. de orden n en la que la derivada

de orden n de la variable dependiente, )(( xy n  depende linealmente de

)(...,),(''),('),( 1( xyxyxyxy n− . En otros términos estas ecuaciones serán de la
forma:

)()().()(').(...)().()().( 01
1(

1
( xbxyxaxyxaxyxaxyxa n

n
n

n =++++ −
−

donde las )(y)(...,),(),( 10 xbxaxaxa n  son funciones cualesquiera de la variable

independiente x.

Definición.
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Se denomina solución general de una e.d.o. de orden n a la familia de funciones
dependientes de n parámetros que verifican la e.d.o..

Definición.
Se denomina solución singular  de una e.d.o. de orden n a toda función y(x) que
verifique la e.d.o. y no pertenezca a la familia de funciones que constituyen la
solución general de la e.d.o..

Definición.
Se denomina solución par ticular  de una e.d.o. de orden n a toda función y(x) que
verifica la e.d.o..

Definición.
Se denomina problema de Cauchy al problema:

“Siendo I un intervalo abierto de R, y siendo ),...,,( 1( −nyyxf  una función

conocida, definida en nRI × , encontrar una función:

)(

:

xyx

RIy

→
→

verificando la e.d.o.:

Ixyyyxfy nn ∈∀= − ),...,',,( 1((

y la condiciones:
1(

00
1(

0000 )(...,,')(',)( −− === nn yxyyxyyxy

donde Ix ∈0  e 1(
0

'
00 ,...,, −nyyy  son n valores conocidos” .

NOTA:
En los problemas de Cauchy que aparecen en las aplicaciones prácticas, en
ocasiones la variable x representa el tiempo y el punto x0 en el que se fijan los
valores de la función y sus derivadas es el extremo izquierdo del intervalo I (es
decir el “ instante inicial” ). Por eso en dichas ocasiones este tipo de problemas se
conoce también con el nombre de problemas de valores iniciales.

Definición.
Siendo I un intervalo abierto de la recta real, y siendo ),...,,( 1( −nyyxf  una función

conocida, definida en nRI × , se denomina problema de contorno al problema de
encontrar una función:

)(

:

xyx

RIy

→
→

solución de la e.d.o.:

Ixyyyxfy nn ∈∀= − ),...,',,( 1((

y tal que la función y/o algunas de sus derivadas toman valores predeterminados en
puntos diferentes del intervalo I.

Definición.
Se denomina curva integral de una e.d.o. a la gráfica de cualquier solución de la
e.d.o..
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Teorema.

Dada la e.d.o. de primer orden ),(' yxfy = , si ),( yxf  y ),( yx
x

f

∂
∂

 son funciones

continuas sobre un rectángulo D de R2, entonces por cada punto ),( 00 yx  de D pasa

una única curva integral.

NOTAS:
1ª) Una e.d.o. puede expresarse de tres formas:
Forma explícita (o forma normal): La derivada de mayor orden aparece despejada e
igualada a una función de la variable independiente, la función incógnita y sus

derivadas hasta orden (n-1): ),...,,( 1(( −= nn yyxfy

Forma implícita: En forma de una ecuación: 0),,...,,( (1( =− nn yyyxF
Forma diferencial: En forma de una ecuación en la que intervienen las diferenciales
de la función incógnita y de la variable independiente.

2ª) Dada una familia de funciones dependientes de n parámetros, para obtener la
e.d.o. de orden n de la que dicha familia es solución basta con despejar los n
parámetros de la familia de las expresiones de las derivadas hasta orden n de las
funciones que forman la familia dada y, una vez expresados los parámetros en
función de las derivadas de la función incógnita, sustituir en la expresión de la
familia de funciones.

3ª) Al igual que se ha hablado de las ecuaciones diferenciales ordinarias, pueden
considerarse sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para ello debe
considerarse que la función incógnita es una función vectorial:















=→

→
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)(

)(

:

1
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m

m

Μ

y que la función del segundo miembro del sistema de e.d.o. es una función vectorial

definida sobre nmRI )(× , es decir:


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
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Con ello el sistema de e.d.o. se escribe:

),...,,( 1(( −= nn yyxfy
o en forma desarrollada:
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4ª) Una e.d.o. de orden n puede transformarse en un sistema de n ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. Así la e.d.o.:

),...,',,( 1(( −= nn yyyxfy
se transforma en el sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden:

),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

21
'

212
'
2

211
1
1

nnn

n

n

zzzxgz

zzzxgz

zzzxgz

=

=
=

Μ

haciendo los cambios de variables:

)(...,),"(),'(, 1('
1

'
23

'
121

−
− ======= n

nn yzzyzzyzzyz

con lo que la función ),...,,,( 21 nzzzxg  será:

),...,,,(),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

),...,,,(

2121

211

3212

2211

nnn

nnn
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−

Μ

2. Resolución de algunas E.D.O. de pr imer orden.

Una e.d.o. de primer orden la escribiremos, indistintamente, de alguna de las tres
formas siguientes:
Forma normal (o explícita): ),(' yxfy =
Forma implícita: 0)',,( =yyxF
Forma diferencial: 0).,().,( =+ dyyxNdxyxM .

2.1. E.D.O. de la forma y’=f(x).
Su solución general será:

Cdxxfxy += ∫ ).()(

donde C es una constante arbitraria.

NOTA:

Este proceso se puede generalizar a las e.d.o. de orden n de la forma )(( xfy n =
mediante:

1
1( ).()( Cdxxfxy n += ∫−

( ) 21
2( ..).()( CxCdxdxxfxy n ++= ∫ ∫−

( )( ) ( )( ) 32
2

132
213( ....).(..

2
..).()( CxCxKdxdxdxxfCxCx

C
dxdxdxxfxy n +++=+++= ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫−

               Μ
( )( )( ) nn

nn CtexCtexCtexCtedxdxdxdxxfxy +++++= −
−−∫ ∫ ∫ ∫ ..........)..).((...)( 1

)2(
2

)1(
1
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2.2. E.D.O. de pr imer orden de var iables separadas.
Son e.d.o. de primer orden de la forma:

0).().().().( =+ dyyPxHdxyGxF
Su resolución se realiza dividiendo por )().( xHyG  e integrando, con lo que:

Cdx
xH

xF
dy

yG

yP +−= ∫∫ .
)(

)(
.

)(

)(

de donde la solución general se obtendrá resolviendo la ecuación Cxfyg =+ )()(
donde:

∫∫ == dx
xH

xF
xfdy

yG

yP
yg .

)(

)(
)(.

)(

)(
)(

NOTA:
En este proceso se han podido eliminar soluciones que hiciesen que 0)().( =xHyG .
Por ello otras soluciones de la e.d.o podrían encontrarse entre las funciones y(x)
tales que 0)().( =xHyG . Es necesario encontrar tales funciones y comprobar si son
solución de la e.d.o. dada.

2.3. E.D.O. de pr imer orden homogéneas.
Definición.
Se dice que la función ),...,,( 21 nxxxf  es homogénea de orden r si se verifica:

λλλλλ ∀= ),...,,(.),...,,( 2121 n
r

n xxxfxxxf

Definición.
Se dice que la e.d.o. 0).,().,( =+ dyyxNdxyxM  es homogénea si las funciones

),( yxM  y ),( yxN  son funciones homogéneas del mismo orden.

NOTA:
Si la e.d.o. se proporciona en la forma ),(' yxfy = , será homogénea si ),( yxf  es
una función homogénea de orden 0.

Una e.d.o. de primer orden homogénea se resuelve mediante el siguiente proceso:
1º) Se realiza el cambio de variable uxy .=  con lo que la e.d.o. se transforma en:

0.
),1(.),1(

),1(
.

1 =
+

+ du
uNuuM

uN
dx

x
que ya es de variables separadas, siendo u la función incógnita y x la variable
independiente.
2º) Se resuelve la e.d.o. de variables separadas en u.
3º) Se deshace el cambio obteniendo )(.)( xuxxy = .

NOTA:
En el proceso de resolución de la e.d.o. de variables separadas se han podido perder
algunas soluciones ya que se divide por [ ]),1(.),1(. uNuuMx + . Es necesario por ello

obtener las soluciones de [ ]),1(.),1( uNuuM +  y analizar si de ellas se obtienen otras
soluciones de la e.d.o.

2.4. E.D.O. de pr imer orden reducibles a homogéneas.
Son e.d.o. de la forma:
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





++
++=

111 ..

..
'

cybxa

cybxa
fy

El método de obtener soluciones depende de si las rectas 0.. =++ cybxa  y

0.. 111 =++ cybxa  son paralelas o no.

a) Caso en que las rectas no son paralelas:
En este caso sea el punto ( )00 , yx  el punto en que se cortan, es decir la solución del

sistema de 2 ecuaciones:









−=+
−=+

111 ..

..

cybxa

cybxa

El cambio de variables 00 , yYyXxx +=+=  transforma la e.d.o. en la e.d.o.

homogénea:







+
+=

YbXa

YbXa
fY

..

..
'

11

que se resuelve según lo visto en el apartado 2.3. Una vez hallada la solución Y(X)
se deshace el cambio anterior, es decir se remplaza Y por 0yyY −=  y X por

0xxX −= .

b) Caso en que las rectas son paralelas.
En este caso se verificará que:

α==
11 b

b

a

a

por lo que el cambio ybxau .. +=  (es decir bxauy ).( −= ) transforma la e.d.o. en
otra de variables separadas de función incógnita u y de variable independiente x que
se resuelve según lo indicado en el apartado 2.2.. Una vez hallada la función u(x) se
deshace el cambio anterior.

2.5. E.D.O. exactas.
Definición.
Se dice que la e.d.o. 0).,().,( =+ dyyxNdxyxM  es exacta si existe una función de
dos variables ),( yxF  tal que:

),(),( yxMyx
x

F =
∂
∂

 y ),(),( yxNyx
y

F =
∂
∂

Propiedad.
Si las funciones ),( yxM  y ),( yxN  son regulares de clase C1(R2), la e.d.o.:

0).,().,( =+ dyyxNdxyxM
es exacta si y solamente si se verifica que:

),(),( yx
x

N
yx

y

M

∂
∂=

∂
∂

La resolución de una e.d.o. exacta se obtiene de:
CyxFdyyxNdxyxMyxdF =⇒=+= ),(0).,().,(),(

En cuanto a la expresión de la función F(x,y) se obtendrá mediante:
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( )∫ ∫∫ 





∂
∂−+= dydxyxM
y

yxNdxyxMyxF .).,(),().,(),(

o, lo que es equivalente:

( )∫ ∫∫ 






∂
∂−+= dxdyyxN
x

yxMdyyxNyxF .).,(),().,(),(

2.6. Factores integrantes.
Definición.
Se denomina factor integrante ),( yxµ  a cualquier función tal que multiplicando
por ella la e.d.o. de la forma 0).,().,( =+ dyyxNdxyxM  se obtiene otra e.d.o.
diferencial exacta:

0).,().,().,().,( =+ dyyxNyxdxyxMyx µµ

En general la expresión de un factor integrante se obtiene resolviendo la ecuación
en derivadas parciales:







∂

∂−
∂
∂=

∂
∂−

∂
∂

),(),(.),().,(),().,( yx
y

M
yx

x

N
yx

x
yxNyx

y
yxM µµµ

Casos particulares:
2.6.1. Caso en que el factor integrante depende de una expresión conocida
z(x,y).
En este caso el factor integrante se obtiene mediante:

∫
= ∂

∂−
∂
∂

∂
∂−

∂
∂

dz

x

z
N

y

z
M

y

M

x

N

ez

.
..

)(µ

2.6.2. Caso en el que el factor integrante sólo depende de la var iable
independiente x.
En este caso el factor integrante se obtiene mediante:

∫
=

∂
∂−

∂
∂

dx
yxN

yx
x

N
yx

y

M

ex
.

),(

),(),(

)(µ

2.6.3. Caso en el que el factor integrante sólo depende de la var iable
dependiente y.
En este caso el factor integrante se obtiene mediante:

∫
=

∂
∂

−
∂
∂

dy
yxM

yx
y

M
yx

x

N

ey
.

),(

),(),(

)(µ

2.7. E.D.O. lineales de pr imer orden.
Son de la forma:

)()().()(').( 01 xbxyxaxyxa =+
y se escribirán, dividiendo por )(1 xa , como:

)()().()(' xrxyxpxy =+
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Si b(x) es la función idénticamente nula la e.d.o. se denominará lineal de primer
orden homogénea.
Si b(x) no es la función idénticamente nula la e.d.o. se denominará lineal de primer
orden completa.

2.7.1. E.D.O. lineales de pr imer orden homogéneas.
Son de la forma:

0)().()(' =+ xyxpxy (1)

Propiedad.
El conjunto de soluciones de la e.d.o. (1) tiene estructura de espacio vectorial de
dimensión 1.

NOTA:
La función y(x)=0 es una solución de (1) que se denomina solución tr ivial.

Puesto que (1) es una e.d.o. de variables separadas su solución general será de la
forma:

∫= − dxxp
eKxy

).(
.)(

2.7.2. E.D.O. lineales de pr imer orden completas.
Son de la forma:

)()().()(' xrxyxpxy =+ (2)

Propiedad.
Siendo y1(x) una solución particular de (2), y siendo y0(x) la solución general de la
e.d.o. homogénea asociada ( 0)().()(' =+ xyxpxy ), la solución general de (2) es de

la forma: )()()( 10 xyxyxy += .

Procedimiento general de resolución de una e.d.o. lineal completa de primer orden:
1º) Encontrar una solución particular de la completa (y1(x)).
2º) Obtener la solución general de la homogénea (y0(x)).
3º) Construir la solución general: )()()( 10 xyxyxy += .

Si no se conoce la solución particular y1(x) de la completa puede utili zarse alguno
de los dos métodos siguientes:

a) Método de variación de constantes (o método de Lagrange).

Siendo la solución de la e.d.o. homogénea ∫= − dxxp
eKxy

).(
0 .)( , se buscan

soluciones de la completa de la forma:
∫= − dxxp

exKxy
).(

).()(
donde K(x) es una función dependiente de la variable independiente x. Para
determinarla se resuelve la e.d.o. de primer orden:

∫ +∫=⇒=∫−
CdxexrxKxrexK

dxxpdxxp
.).()()().('

).().(

b) Método del factor integrante (conversión en una e.d.o. exacta).
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Propiedad.

La función ∫= dxxp
ex

).(
)(µ  es un factor integrante de la e.d.o.

)()().()(' xrxyxpxy =+ .
Por tanto la e.d.o. completa se transforma en:

0).()).()().().(( =+− dyxdxxrxyxpx µµ
que es una e.d.o. diferencial exacta que se resuelve según lo indicado en el apartado
2.5.

2.8. Ecuaciones reducibles a lineales de pr imer orden.
2.8.1. Ecuación de Bernoulli .
Son e.d.o. de la forma: mxyxrxyxpxy ))().(()().()(' =+ .
Si m=0, la e.d.o. es lineal completa de primer orden.
Si m=1, la e.d.o. se escribe como: ( ) 0)(.)()()(' =−+ xyxrxpxy  que es lineal
homogénea de primer grado.
Si m es distinto de 0 y distinto de 1, su resolución consiste en:

a) Multiplicarlas por ( ) mxy −)(  obteniendo la e.d.o.:

)())().(()('.))(( 1 xrxyxpxyxy mm =+ −−

b) Hacer el cambio de variable dependiente: mxyxu −= 1))(()(  obteniendo la e.d.o.:

)()().()('.
1

1
xrxuxpxu

m
=+

−
(3)

que es una e.d.o. lineal de primer orden en la variable u(x).
c) Resolver (3) según lo visto en 2.7., obteniendo la función u(x).
d) Deshacer el cambio de variable.

2.8.2. Ecuación de Riccati.
Son de la forma: )()().())().(()(' 2 xrxyxqxyxpxy ++= .
Si p(x)=0, la e.d.o. es lineal completa.
Si r(x)=0 la e.d.o. es de tipo Bernoulli con m=2.
En otros casos el procedimiento de resolución consiste en:
a) Encontrar una solución particular y1(x).

b) Realizar el cambio de variable dado por: 
)(

1
)()( 1 xu

xyxy +=  con lo que la

e.d.o. se transforma en: )()()).()().(.2()(' 1 xpxuxqxyxpxu −=++  que es una
e.d.o. lineal completa que se resolverá según lo visto en el apartado 2.7.
obteniéndose la función u(x).

c) Deshacer el cambio de variable realizado obteniendo como solución general:

)(

1
)()( 1 xu

xyxy +=

3. E.D.O. lineales de orden n.

Una e.d.o. lineal de orden n es de la forma:

)()().()(').(...)().()().( 01
1(

1
( xbxyxaxyxaxyxaxyxa n

n
n

n =++++ −
−

donde )(),...,(),( 10 xaxaxa n  y b(x) son funciones sólo dependientes de la variable

independiente x.
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- Si 0)( ≡xb  la e.d.o. se dice que es homogénea.
- Si 0)( ≠xb  la e.d.o se dice que es completa.

- Si todos los coeficientes )(),...,(),( 10 xaxaxa n  son constantes la e.d.o. se dice

que es de coeficientes constantes.
- Si 1)( ≡xan  (cosa que se puede lograr siempre dividiendo la e.d.o. por este

coeficiente) se dice que la e.d.o. está normalizada.

Teorema.
Si )(),...,(),( 10 xaxaxa n  y b(x) son funciones continuas en [ ]βα ,  entonces el

problema de Cauchy:
“Hallar y(x) tal que:

[ ]βα ,)()().()(').(...)().()().( 01
1(

1
( ∈∀=++++ −

− xxbxyxaxyxaxyxaxyxa n
n

n
n

y:

[ ]βα ,)(...,)(',)( 0
1(

00
1('

0000 ∈=== −− xyxyyxyyxy nn

donde 1(
0

'
00 ,...,, −nyyy  son valores conocidos”

admite una única solución.

3.1. E.D.O. lineales homogéneas de orden n.
Son de la forma:

0)().()(').(...)().()().( 01
1(

1
( =++++ −

− xyxaxyxaxyxaxyxa n
n

n
n (4)

Teorema.
El conjunto de funciones formado por todas las soluciones de la e.d.o. (4) tiene
estructura de espacio vectorial de dimensión n.

Definición.
Se denomina sistema fundamental de soluciones de (4) a toda base del espacio
vectorial de soluciones de (4).

Consecuencia:
Dadas n funciones { })(),...,(),( 21 xyxyxy n  para comprobar si constituyen un

sistema fundamental de soluciones de (4) deben seguirse los siguientes pasos:
1º) Comprobar que todas las funciones son soluciones particulares de (4).
2º) Verificar que son n funciones linealmente independientes, es decir que:

x

xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

n
n

nn

n

n

∀≠

−−−

0

)(...)()(

...

)(...)()(

)(...)()(

1(1(
2

1(
1

''
2

'
1

21

ΜΜΜ

El determinante anterior se denomina Wronskiano de las funciones )(),...,(1 xyxy n

que es a su vez función de la variable independiente x.
Además, si se dispone de un sistema fundamental de soluciones
{ })(),...,(),( 21 xyxyxy n  la solución general de (4) se construye como:

∑
=

=
n

i
ii xycxy

1

)(.)(
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donde ci (i=1,...,n) son n constantes arbitrarias.

Propiedad.
Siendo { })(),...,(),( 21 xyxyxy n  n funciones linealmente independientes

(Wronskiano≠0), constituyen un sistema fundamental de soluciones de la e.d.o.
lineal homogénea de orden n dada por:
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1

1
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xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

nn
n

n

n

n

ΜΜΜ

Propiedad.
Siendo y1(x) una solución particular de la e.d.o lineal homogénea de orden n dada
por (4), el cambio de variable: )().()( 1 xvxyxy =  transforma la e.d.o. (4) en otra
e.d.o. diferencial li neal homogénea de orden (n-1) en la variable )(')( xvxw = .

Procedimiento general de resolución de (4):
1º) Encontrar una solución particular de (4) (y1(x)).
2º) Realizar el cambio de variable )().()( 1 xvxyxy =  y obtener la e.d.o.
correspondiente en v(x).
3º) Realizar el cambio de variable )(')( xvxw =  obteniendo la e.d.o. lineal
homogénea de orden (n-1) en w(x).
4º) Resolver la e.d.o. obtenida en la etapa anterior obteniendo w(x).
5º) Deshacer los cambios de variable realizados.

3.1.1. E.D.O. lineales homogéneas de coeficientes constantes de orden n.
Definición.
Dada la e.d.o. lineal homogénea de coeficientes constantes de orden n:

0.'..... 01
1(

1
( =++++ −

− yayayay n
n

n (5)

se denomina polinomio caracter ístico asociado a la e.d.o. (5) al polinomio:

01
)1(

1 .....)( amamammp n
n

n ++++= −
−

Propiedad.
• Siendo mi una raíz simple del polinomio característico asociado a la e.d.o. (5), la

función xm
i

iexy .)( =  es una solución particular de (5).

• Siendo mi una raíz de multiplicidad r del polinomio característico asociado a la
e.d.o. (5), las funciones:

xmr
ri

xm
i

xm
i

xm
i

iiii exxyexxyexxyexy .)1(
,

.2
3,

.
2,

.
1, .)(....)(.)()( −====  son

soluciones particulares linealmente independientes de la e.d.o. (5).

Consecuencia:
Conocidas las raíces del polinomio característico asociado a la e.d.o. (5) se pueden
obtener n soluciones particulares de la e.d.o. (5). Además estas n soluciones
particulares constituyen un sistema fundamental del espacio de soluciones de (5)
por lo que la solución general se podrá expresar como una combinación lineal de
ellas. Más concretamente pueden distinguirse los casos siguientes:
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a) Las raíces de p(m) son todas reales y simples.
En este caso la solución general será de la forma:

∑
=

=
n

i

xm
i

iecxy
1

..)(

b) Algunas raíces de p(m) son reales múltiples y otras son reales simples.
En este caso, si mj es una raíz de multiplicidad r, dicha raíz aporta a la expresión de
la solución general los sumandos:

( ) xmr
riiii

iexcxcxcc .)1(
,

2
2,1,1, ....... −++++

A las expresiones así obtenidas deben añadírseles las correspondientes a las raíces
simples. En resumen, suponiendo que s (con 0<s<n) es el número de raíces simples
(ordenadas como las primeras s raíces de p(m)) y que el resto de las raíces mj

(j=s+1,...,q) son raíces de multiplicidad r j (donde nrs
q

sj
j =+ ∑

+= 1

) se tendrá como

expresión de la solución:
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c) El polinomio característico p(m) tiene algunas raíces complejas simples.
En este caso, si mj es una raíz compleja simple, de la forma ibam jjj .+= , (con

1−=i ), también será raíz de p(m) ibam kkk .−= . Por ello dos soluciones

particulares de la ecuación serán:
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Estas dos soluciones particulares tienen expresiones complejas. No obstante,
partiendo de ellas pueden generarse dos soluciones particulares reales
independientes. Para ello basta con denominar:
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Con esta consideración se tiene que las dos raíces complejas (conjugada una de la
otra) aportan a la expresión de la solución general los sumandos:

)).sen(.).cos(..(
.

xbCxbKe jj
xa j +

A ellos habrá que añadirles los correspondientes a las raíces reales (simples o
múltiples) del polinomio característico p(m).
d) El polinomio característico p(m) tiene algunas reales complejas múltiples.
En este caso, si mj es una raíz compleja de multiplicidad r, de la forma

ibam jjj .+= , (con 1−=i ), también será raíz de multiplicidad r de p(m)

ibam kkk .−= . Por ello, según el teorema general, (2.r) soluciones particulares de la

ecuación diferencial son las funciones:
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Estas (2.r) soluciones particulares tienen expresiones complejas. No obstante,
partiendo de ellas pueden generarse (2.r) soluciones particulares reales
independientes. Para ello basta con denominar:
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Con esta consideración se tiene que las dos raíces complejas (conjugada una de la
otra) aportan a la expresión de la solución general los sumandos:

( ) ( )[ ]).sen(......).cos(....... )1(
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A ellos habrá que añadirles los correspondientes a las raíces reales (simples o
múltiples) y a las raíces complejas simples del polinomio característico p(m).

3.2. E.D.O. lineales completas de orden n.
Propiedad (pr incipio de superposición).
Siendo )(1 xy  una solución de la e.d.o. lineal de orden n:
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n
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n =++++ −
−

y siendo )(2 xy  una solución de la e.d.o. lineal de orden n:
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entonces la función )()()( 21 xyxyxy +=  es una solución de la e.d.o. lineal de orden
n:
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Propiedad.
Siendo )(0 xy  la solución general de la e.d.o. lineal homogénea de orden n:
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y siendo )(1 xy  una solución particular de la e.d.o. lineal completa de orden n:
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entonces la función )()()( 10 xyxyxy +=  es solución general de la e.d.o. lineal

completa (6):
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Procedimiento general de resolución de una e.d.o. lineal completa de orden n:
1º) Resolver la e.d.o. homogénea asociada hallando su solución general )(0 xy .

2º) Encontrar una solución particular )(1 xy  de (6).

3º) Formar la solución general de (6) como )()()( 10 xyxyxy += .

Para hallar una solución particular de (6) puede emplearse el siguiente método:
Método de variación de constantes (o método de Lagrange).
Siendo la solución general de la e.d.o. homogénea de la forma:
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n

i
ii∑

=

se buscará una solución particular de (6) de la forma:
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)().()(
0

xyxcxy
n
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La determinación de las expresiones de )(),...,(),( 21 xCxCxC n  se realizará

obteniendo las expresiones de )(),...,(),( ''
2

'
1 xCxCxC n  a través de la resolución del

sistema algebraico de ecuaciones:
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donde la última ecuación es la que se obtiene al sustituir )().()(
0

xyxcxy
n

i
ii∑

=
=  en la

e.d.o. completa teniendo en cuenta la imposición de las (n-1) ecuaciones anteriores.

Una vez obtenidas las expresiones de )(),...,(),( ''
2

1
1 xCxCxC n  basta con integrarlas

para obtener las expresiones de )(),...,(),( 21 xCxCxC n  y con ellas reconstruir la

expresión de la solución particular de (6).
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