Bases de Matematicas
(Informética de Sistemas, de Gestion y LADE)
Soluciones del examen final
Fecha: 5 de febrero del 2007 Tiempo: 3 horas

El examen estd compuesto por 8 problemas y se valorard sobre 10 puntos. La re-
spuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de puntos indicado.
Las respuestas sin justificacién se consideraran como no contestadas.

No estd permitido el uso de calculadoras.

Problema 1 (1 punto) Halla el conjunto de los nimeros reales « que verifican
la desigualdad

|z +1] <]z —1].

Solucién: Como |[x+1|esax+1siz > -1,y —x—1siz < —1,y como |z —1] es
z—1six>1,y —z+1siz < 1, distinguiremos los casos —co <z < -1, -1 <z <1
y 1 < < co. En el primer caso |z + 1| < |z — 1] se convierteen —x —1 <1 -z y
las soluciones son z € (—oo, —1). En el segundo caso |z 4+ 1] < |x — 1] se convierte
en z+ 1< 1—2xy las soluciones son = € [—1,0). En el tercer caso |z + 1| < |z — 1|
se convierte en x + 1 < x — 1 y no hay solucién. Luego, en general las soluciones
son = € (—00,0).

Problema 2 (1 punto) Halla todos los ntimeros complejos z que verifican

2° =55,

Solucién: Como 5° tiene médulo 5° y argumento 0, sus raices quintas, que son
las soluciones del problema, son:

2k 2k
2 =05 cos(—w) —I—isen(i)
) )
para k= 0,1,2,3,4. (En particular, zy = 5).

Problema 3 (1,5 puntos) Estudia la convergencia de la sucesion

271!
Solucién: Como
271,! n
m 22— i (") =00
n—oo Q@ n—oo 222

tenemos que la sucesién diverge.

Problema 4 (1,5 puntos) En un entorno del punto xg = 0, halla el polinomio
de Taylor de orden 4 de la funciéon f(x) = tan(z).
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Solucién:

f(x) = tan(z), f(0) =0,
f'(@) = cos™2(x), f1(0) =1,
f"(x) = 2cos™3(x) sen(x), /"(0) =0,
@) (z) =6cos™ 4( ) sen?(z) + 2 cos (), @ (0) =2,
f@(x) = 24 cos™>(x) sen®(x) + 16 cos~3(x) sen(z), f*(0) = 0.

El polinomio de Taylor de orden 4 es

2 1
Py(z;0) = + gx‘} =z+ 3x‘3

Problema 5 (1 punto) Demuestra que la ecuacion ze® — 1 = 0 tiene una Gnica
solucién real a y que a € (0,1). Demostrar ademés que ze* —1 > 0siz > ay que
ze¥ —1<0six<a.

Solucién: Como la exponencial es siempre positiva, si a es solucién de la ecuaciéon
entonces a > 0. Como f(x) = ze® — 1 es una funcién continua, f(0) = -1 <0y
f(1) = e—1 > 0 entonces, por el teorema de la raiz, la ecuacién tiene una soluciéon
a en el intervalo (0,1). Como f'(z) = e* + ze® > 0 si z > 0 entonces la funcién
es estrictamente creciente en (0,00), lo que demuestra que la raiz es tnica. Como
f es continua en el conjunto de los nimeros reales y tiene una dnica raiz entonces
el signo de la funcién s6lo puede cambiar en a, donde vale f(a) = 0, y se tiene la
parte segunda.

Problema 6 (2 puntos) Sea f(z) la funcién definida como

|z + 1]
fo) = S
(6.1) (0,5 puntos) Estudia su dominio, su continuidad y su derivabilidad,
(6.2) (0,75 puntos) estudia su monotonia (necesitaras usar los resultados del
problema 5),
(6.3) (0,75 puntos) representa graficamente la funcion (informacion adicional:
donde f” existe se tiene f”(x) < 0si x < 1,7959, f”(x) > 0 si > 1,7959).

Solucién: (6.1) Como el denominador no se anula nunca, la funcion esta definida
para cada nimero real de modo que su dominio es el conjunto de los niimeros
reales. Como es un cociente de funciones continuas, es una funciéon continua en su
dominio. Para estudiar la derivabilidad definimos la funcién como una funcién a

trozos: Si x > —1 la funcién se define como f(x) = e‘ﬁt_ll y si x < —1 se define como
flx) = ZF Hl Por ser una funcion definida a trozos mediante funciones de clase C*,
f es derivable cuando x # —1. Para ver si es derivable en x = —1 basta ver si la
derivada por la derecha y por la izquierda coinciden. Derivamos:
x+1, 1—ze”
(e“‘ + 1) ~(em 4+ 1)2

y obtenemos que

o -1
L@ = f) et
z—(—1)* x+1 (e71+1)2
De igual manera:
—x—-1, —14z€”

69”—‘—1) - (e* +1)2
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Ficgura 1. Gréafica del Problema 6

y obtenemos que

fl@)—f(=1)  —1-et

lim =

z—(—1)— r+1 (e=1 4+ 1)2’
de modo que no es derivable en z = —1.
(6.2) Por (6.1) la derivada es f'(z) = % cuando z > —1y f'(z) = (_(ifl;:

cuando x < —1. El signo de este modo lo establece el numerador. Usando el resulta-
do del problema 5: f es decreciente en (—oo, —1), creciente en (—1, a) y decreciente
en (a,+00). Por tanto a es un maximo relativo y = —1 es un minimo relativo.

(6.3) No hay asintotas verticales pues es continua en el conjunto de los nimeros
reales. Para ver las asintontas horizontales observamos que:
I N —
Jm f(z)=0
usando la regla de L’Ho6pital, de modo que y = 0 es una asintota horizontal cuando
x tiende a +00. Y observamos también

T
lim f(z) = 4o00; lim f@) =-1; lim (f(zx)+z)=-1
Tr— — 00 Tr— — 00 €T xr— — 00
de modo que por cuando z tiende a —oo no hay una asintota horizontal pero
y = —x — 1 es una asintota oblicua. Esta informacion es suficiente para determinar
la gréfica.

Problema 7 (1 punto) Estudia la existencia del siguiente limite:

2
41
T et ar
lim - 5



Solucién: La funcién )

x°+1
F(z) = / el 40 at
2

es derivable por el teorema fundamental del célculo integral por ser e’
y 22+ 1 derivable en R. Ademas, siendo e’ t%° creciente en (1, 00),

t*0 continua

w2+1 w2+1
lim e t10dt > lim / edt = lim e(z? —1) = oco.
2

Tr— 00 2 Tr— 00 r— 00
Aplicando el teorema de L’ Hopital, se obtiene que

2
[t etto e
2

it e;c2+1 (.’L‘Q + 1)40 20 _
2000 22 -

11813

lim
T—00 x

y el limite dado no existe.

Problema 8 (1 punto) Usando un cambio de variable e integraciéon por partes,
calcula la siguiente integral indefinida:

/x\/a:2+1 In(v/22 + 1) da.

Solucién: Sea y = In(v/z2 + 1). Con este cambio de variable, se obtiene:

dy 1 2x I v _ 5 o oy
%7\/33274—12\/35274—171‘2-1-1’ eV =va2+1, zdr=(z*+1)dy=e"Ydy.
Entonces,
rpart 3y 1
/m\/x2+1ln(\/m2+1)dx:/ye3ydyp0pzates y; —§/e3ydy:
B yedy B e3y bee In(vz2 1) e3n(Vaitl) 3 (a:2+1)% e
3 9 B 3 9 B
3n(va2 +1) —

1 3
= (> +1)2 +c (c e R).



