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Introduccion

El contenido de esta publicacién es una coleccién de problemas de la asi-
gnatura de Bases de Matematicas para las titulaciones de Ingenieria Técnica
en Informética de Sistemas y de Gestion de la Escuela Superior de Ciencias
Experimentales y Tecnologia (ESCET). Los problemas se propusieron a los
alumnos en forma de hojas de ejercicios y exdmenes en los anos académicos
1999-2000, 2000-2001 y 2001-2002.

En la segunda parte del manual se presentan soluciones completas. Es
indispensable que el alumno trabaje sobre cada cuestion e intente llegar a
sus propias conclusiones antes de leer las soluciones incluidas.

Los problemas, en su mayoria, no son originales. Se utilizaron ejercicios
(unas veces sin modificarlos, otras proponiendo variaciones de ellos) existen-
tes en la bibliografia incluyda al final de esta publicacion.
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10 CAPITULO 1. HOJAS DE PROBLEMAS 1999-2000

BASES DE MATEMATICAS
HOJA 1

1999-2000

1) Demostrar la siguiente

Proposicion Sea f : A — B una funcion inye ctiva y sean C'y D dos
subconjuntos no vacios de A. Entonces f(C'N D)= f(C)N f(D). Encontrar
un ejemplo de una funcién f no inyectiva y dos conjuntos C'y D tales que

€N D) # f(C)N f(D).
2) Demostrar que si a,b € R, entonces
a)—(a+0b) = (—a)+ (=b)  b)(—a)(=b) =ab
Oy =—B)sia#0  d)—(5=52sib#0

—~

3) Si ¢ > 1, demostrar que ¢" > ¢ para todo n € N. Utilizar la desigualdad
de Bernoulli: (1+2)">1=mnz (siz+1>0)conc=1+uz.

1)
a) Sean A y B dos subconjuntos no vacios acotados de R y sea A+ B =
{a+b:a€ Aybe B}. Demostrar que sup(A + B) = sup(A) + sup(B) y
que inf(A+ B) =inf(A) +inf(B).
b) Sean u > 0 y x,y nameros reales tales que = < y, demostrar que
existe un nimero racional r tal que x < ru < y. Se sigue que el conjunto
{ru:u € Q} es denso en R.

5)

a) Demostrar que si S es finito y s* es un elemento que no esta en S,
entonces S U {s*} es finito.

b) Dar un ejemplo de una coleccion numerable de conjuntos finitos cuya
union no sea finita.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 2

1999-2000

1) i) Usar la definicion de limite de una sucesion para establecer los si-
guientes limites:
a) 1imn—>oo 3n+l __ 3

2n+5 2
: n?-1 __ 1
b) limy o 55255 = 3

ii) Demostrar que:
RVA—
e

2+l 0

a) lim, o

b) lim,,

2) i) Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

a) lim,, . (24 %)2 b) lim,, e (;Jlr);
. n—1 : n
¢) lim,, % d) lim,, —nj;%

ii) Sea y, = vn+ 1 — y/n,¥n € N. Demostrar que las sucesiones
{yn} v {/nyn} convergen.

3) i) Sea A un subconjunto infinito de R que tiene una cota superior
y sea u = sup(A). Demostrar que existe una sucesion creciente {a,}, con
a, € AVn € N, tal que lim,,_, a, = u.
ii) Establecer la convergencia o divergencia de la sucesion {y,}, donde
no_1
VTL c N, Yn = Zkiln_Jrk’

4) Sean {x,} y {yn} sucesiones dadas y sea {z,} la sucesion definida por:
{zon_1} = {xn} vy {220} = {yn}. Demostrar que {z,} es convergente si y solo
si {z,} v {yn} son convergentes y lim, . {z,} = lim, oo {yn}

5) i) Demostrar directamente a partir de la definicién que las siguientes
no son sucesiones de Cauchy.
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a) {zn} = {(=1)"},
b) {za} = {n+ 1.
s x1 >0 .
ii) Si { ot = gk Vn>1 demostrar que {z,} es una sucesion
contractiva. Encontrar el limite.

6) i) Dar ejemplos de sucesiones {z,} y {y,} propiamente divergentes
a) {$*} es convergente,

b) {{*} es propiamente divergente.
ii) Establecer la divergencia propia de las siguientes sucesiones.

a) {vn}, b){vn+1}, o{vn—-1}, d{z=)

con ¥y, # 0 para todo n € N tales que
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 3

1999-2000

1) Sea f: R — R, sea J un intervalo cerrado, y sea ¢ € J. Si f; es la
restriccion de f a J, demostrar que si f tiene limite en ¢, entonces f5 tiene
limite en c. Demostrar que no se deduce que si f, tiene limite en ¢, entonces
f tiene limite en c.

2) i) Sea I un intervalo, sea f : I — R e sea ¢ € I. Supongase que
existen dos numeros K y L tales que |f(z) — L| < K|z — ¢| para x € I.
Demostrar que lim,_,. f(x) = L.

ii) Usar ambas descripciones del limite, la € — § y la de sucesiones, para
establecer las siguientles proposiciones.

a) lim,_ 7= = 5. (2 >0),

b) limgo 7 = 0. (z # 0).

3) Sea ACR,sea f: ] — Ryseacé&R un punto de acumulacion de
A. Ademas, supongase que f(z) > 0 para todo x € A, y sea /f la funcion
definida para = € R por /f(x) = \/f(x). Si existe lim, .. f(z), demostrar

que lim, ./ f(z) = \/lim,_. f(x).

4) Determinar los siguientes limites y senalar los teoremas que se usan
en cada caso.

2r + 1 x?—4

. (z+1)2—1 . VT —1
C)glclil(l)T (x > 0), d>:1cl—>n% 1 (x > 0).

5) Evaluar los siguientes limites o demostrar que no existen.
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x T+ 2
a)lim —— (z #1), b)xlggoﬁ (z > 0),
vo+1

c) 1

6) Supongase que lim, .. f(x) = L, donde L > 0, y que lim, .. g(z)
00. Demostrar que

lim, .. f(z)g(x) = oo. Si L > 0, demostrar por un
ejemplo que esta conclusién no se puede cumplir.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 4

1999-2000

1) i) Sea k > 0y sea que f : R — R cumpla con la condicion |f(z) —
f(w)| < k|z — y| para toda z,y € R. Demostrar que f es continua en todo
punto ¢ de R.

ii) Sea g : R — R definida por
21 si xe@Q

9(w) = r+3 sizeR-Q
Encontrar todos los puntos en los que g es continua.

2) i) Determinar los puntos de continuidad de las siguientes funciones e
indicar los teoremas que se usan en cada caso.

@)= T2 Ry )= Jet v (@20,

2+ 1
o) hiz) = YT ';i“ OV 20), d)k(@) = cos(VIT2E) (2 €R).

ii) Dar un ejemplo de una funcion f : [0,1] — R que sea discontinua en
todos los puntos de [0, 1] pero tal que |f| sea continua en [0, 1].

3) Se dice que una funcion f : R — Res aditivasi f(x+y) = f(x)+ f(y)
para todos z,y € R. Demostrar que si f es continua en algin punto xg,
entonces es continua en todos los puntos de R.

4) i) Sea I = [a,b] y sean f,g: R — R funciones continuas en /. Demos-
trar que el conjunto E' = {z € I : f(z) = g(x)} tiene la propiedad de que si
{z,} CEylim, . , =g, entonces z, € E.

ii) Demostrar que todo polinomio de grado impar con coeficientes reales
tiene al menos una raiz real.

iii) Sea f : [0,1] — R continua y tal que f(0) = f(1). Demostrar que
existe un punto c en [0, 1] tal que f(c) = f(c+3). (Considerar g(z) = f(x) —
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f(c+3).) Concluir que existen, en cualquier momento, puntos antipodas en
el ecuador terrestre que tienen la misma temperatura.

5) Utilizando el método de localizacion de raices por biseccion del teorema
de la raiz, determina el niimero n de bisecciones necesarias para encontrar

zo € (0,3 ) tal que sen(%) = 3.

6) Un punto fijo de una funcién real f es un nimero z, en su dominio
tal que f(xg) = xo.

i) Dibuja un grafo de una funcion continua f : [0,1] — [0,1]. Halla un
punto fijo de f.

ii) Intenta dibujar el grafo de una funcion continua f : [0,1] — [0, 1] sin
puntos fijos. ;Cudl es el problema?

iii) Utiliza el teorema del valor intermedio para demostrar que toda fun-
cion continua f : [0,1] — [0, 1] tiene un punto fijo.

7) Sea I =[0,1] ysea f:[0,1] — R definida por f(z) = x si x es racional
y f(x) =1 — x si x es irracional. Demostrar que f es inyectiva en I y que
f(f(x)) = x para todo « € I. (Por tanto f es su propia funcion inversa.)
Demostrar que f sélo es continua en el punto x = %
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 5

1999-2000

1) i) Derivar y simplificar

a)f@):m y b)g(z) =V5—2z+a>

ii) Hallar la derivada de f(z) = sin (z — sin (z?%))

2) i) Para las siguientes funciones de R en R, encontrar los puntos de
extremos relativos y los intervalos de monotonia.
a) g(z) = 3z — 422,
b) h(z) = 23 — 3z — 4.
ii) Encontrar los puntos de extremos relativos de la funcion f(z) = |22 —1|
en el intervalo [—4,4].

3) Evaluar los siguientes limites.
i)
a) limzﬂ(]-% m,

b) lim, o+ 2° - log(z).

ii)

=

a) lim, o+ 277,
b) lima—o+ (3 — srrany)-

4) i) Usar el teorema de Taylor con n = 2 para obtener una aproximacion
de V1.2 y V2.

ii) Demostrar que la funcién f(x) = x3 — 2z — 5 tiene una solucion r en
el intervalo I = [2,2.2]. Si x; = 2y si se define la sucesion {x,} utilizando el
procedimiento de Newton, demostrar que |z, 11 —r| < 0.7|z,, —7|%. Demostrar
que x4 es correcto con seis cifras decimales.

5) i) Sea f : [0,2] — R definida por f(z) = 1siz # 1y f(1) = 0.
Demostrar que f es integrable y calcular su integral.
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ii)
a) Demostrar que si g(x) =0 para 0 <z <
entonces se tiene fol g(x)de = 3
b) ¢ Se sostiene la conclusion si se cambia el valor de g en el punto % a 77

lyg(z)zlpara%<x§1,

[\

6) i) Sea I = [a,b] y sean [y g funciones acotadas de I aR. Si f(z) = g(z)
para todo x € I, demostrar que L(f) < L(g) y que U(f) < U(g).

ii) Supongase que f es integrable en [a,b] y sea ¢ € R. Si ¢ se define por
9(y) = f(y —¢) para todo y € [a+ ¢,b+ ¢|, demostrar que g es integrable en
el intervalo [a + ¢,b+ ] y que fficc g(x)dx = fab f(z)dz

7) i) Encontrar F’, cuando F' esta definida en I = [0, 1] de la siguiente
manera;

s dt,

a) F(z) = [ sin(t?)dt, b) F(z) = fo o
w) =[5 VI 8dt,  d) F(a)= [ cos(t)dt.

ii) Evaluar las siguientes integrales. Justificar cada paso.

o LoVt
a)/1 ey RN R

8) i) Si f es integrable en [0, 1], se puede demostrar que

JEEO(E / J

Utilizar el resultado anterior para expresar los limites siguientes como
una integral:
a) limp o0 (D_fy ﬁ%
b) lim, oo (S, m5t).
ii) Establecer por qué las siguientes integrales son impropias y determinar
si son convergentes o divergentes. Calcular el valor de las que sean conver-

gentes.
o0 B oo 1
a)/ e dx b)/ —dx
o 0o &

9) Calcular las siguientes integrales.
a) [z (log(z dx

b)[ V- log
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 1

2000-2001

1) Sean los conjuntos A = {3a:a € N}, B = {5a:a € N}.

i) Comprobar si: 5€ A, 10€ B,5€ ANB,45€ ANB,27T€ AUB.
ii) Demostrar que A y B son subconjuntos de los nimeros naturales.
iii) Describir el conjunto AN B.

2) Sea C' el subconjunto de los nimeros enteros no negativos menores o
iguales que 57 y D el conjunto de los nimeros enteros mayores o iguales que
-17. Determinar:

i) si C' es un conjunto finito. Si lo es, calcular su cardinal,

ii) si D es un conjunto finito. Si lo es, calcular su cardinal,

iii) el conjunto C'N D y el conjunto C'U D.

3) Toma el conjunto de los nameros reales R.

i) Encontrar tres conjuntos A;, As y As disjuntos y tales que su unién
sea todo R.

ii) Idem que i) pero imponiendo que A; y A; sean finitos o numerables.

iii) Encontrar dos conjuntos infinitos By y Bs tales que su union sea R y
su interseccion sea numerable pero no finita.

4) Estudiar las propiedades de las siguientes relaciones, comprobando si
son o no relaciones de orden o de equivalencia:

i) en el conjunto A = {a,b, c,d} la relacion

R = {(CL, a)’ (b7 b), (Ca C)v (da d)’ (a7 b)’ (b7 a)}a

ii) en el conjunto de los nimeros naturales, aRb si y solamente si a — b
no es un nimero natural,

iii) en el conjunto de puntos del plano dos puntos se relacionan si hay una
circunferencia con centro en el origen de coordenadas que pasa por ambos.

5) Sea la funcion f : N — N dada por la expresion f(a) = 3a + 1.
Comprobar si es inyectiva o sobreyectiva y determinar el conjunto imagen.
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Idem con la funcion g : R — R dada por g(z) = sen(x).

6) Sea R la relacion en R definida por aRb < b es solucion de la ecuacion
ax® 4+ 5z + 3 = 0. Indicar por qué R no es una funcién. Explicar qué ocurre
si la ecuacion es  +5a =0 0 ax + 5 = 0.

7) Calcular, si existen, el maximo y el minimo de los siguientes conjuntos
de nimeros con el orden usual <.

) A={reN:0<z <7}

ii) B={3/n:neN}CQ.

iii) C = {x € R: 2z > 54}.

iv) D :={z € R:2* <64},

v) CND.

8) Sean f y g las funciones reales:
f:R—Rtal que f(x) =3z + 6,
g : R — R tal que g(x) = 2z.
Hallar fogy go f.

9) Determinar y representar graficamente el subconjunto del plano real

A={(z,y) eR: [z[ < y[}.
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BASES DE MATEMATICAS
Problemas complementarios a la HOJA 1

2000-2001

1) Halla el subconjunto de los nameros reales solucion de las siguientes
desigualdades:

. o 2 9p_ _l,
i) 3z +5 <50 —3, i) fap <0, iil) % <0,
|3z — 5.

iv) [22 — 3| <

2) Utiliza la desigualdad de la media aritmética-geomeétrica,

V(ab) < (a+1)/2

donde la igualdad so6lo se tiene si a = b, para hallar el rectangulo de mayor
area entre todos los rectangulos de igual perimetro.

3) Verifica que si un cuadrado y un disco tienen igual perimetro, entonces
el area del disco es mayor que el area del cuadrado.

4) Utilizando los resultados de 2) y 3) comprueba que un disco de peri-
metro p tiene area mayor que cualquier rectangulo de perimetro p.

5) Sean a y b nimeros reales tales que 0 < a < by sea

I 1<1 4 1)

h o 2a b
Demuestra que a < h < b. Al ntimero h se le denomina media armonica de
ayb.

6) La sucesion {1/n : n € N} se denomina sucesion armonica por la
siguiente razén: el tono fundamental de una cuerda de violin de longitud [
se obtiene haciendo vibrar la cuerda. El primer armoénico se obtiene tocando
suavemente la cuerda vibrante en su punto medio. El segundo armonico se
obtiene tocando la cuerda en el punto que esté a distancia [/3... El armonico
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(n—1) se obtiene tocando la cuerda vibrante a una distancia {/n del punto del
inicio de la cuerda. Si ! =1 se obtiene justamente la sucesion {1/n : n € N}.
Verificar que 1/n es la media armonica de 1/(n —1) y 1/(n+1).

7) Calcular, si procede, maximo, minimo, supremo e infimo de los
siguientes conjuntos de nimeros reales:

i) A= {222,222, 2222 2'2222...},

ii) B={(—-1)"+(1/n) :n € N}

i) C={reR: 22 +5x—-6<0jU{r €R:2? —5x+6 <0}

8) Demostrar que para cada nimero real = € R:

1 1

+ <
22+ 3 |x|—i—6‘_

1
2
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 2

2000-2001

1) Sea f, la sucesion de Fibonacci: f1 =1, fo=1y f, = fu1+ fa2 si
n > 3.

i) Escribir los diez primeros términos de la sucesion definida por a, = £ .
para n > 1.

ii) Usando la definicion del apartado i), probar que a; = 1y a, = 1+ anl_l
para n > 2.

iii) Asumiendo que {a,}nen sea convergente, la razén durea r se define

como r = lim a,. Verificar que r =1 + % y resolver esta ecuacion.
n—oo

iv) Explicar por qué el apartado iii) implica que la sucesion de Fibonacci
es propiamente divergente.

2) Dar un ejemplo de sucesion que satisfaga la condicién propuesta o
justificar por qué no existe tal sucesion. (Hay méas de una respuesta correcta.)
a) Una sucesion monotona creciente que converge a 10.
b) Una sucesiéon mondtona acotada que no es convergente.
iy 3
c¢) Una sucesion que converge a 3.

d) Una sucesiéon no acotada que converge a 100.

3) Sea {% },en, donde Ol =1!'=1ynl=n(n—1)(n—2)---3-2-1, s
n > 2. Verificar que lim Z—? =0.

4) Hallar, si existen, los siguientes limites:

. ’ !
) fim i
i) lim 2.
n—oo
iii) ng_)ngo an, donde a; >0y a, =1/(ne*1).

5) Se inscribe un poligono regular de n lados en una circunferencia de
radio R.
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i) verificar que el perimetro P del poligono viene dado por la férmula
P(n) = 2n Rsen(%), donde a = 2,
n(s)

ii) utilizar la formula anterior y el hecho de que lim 222 = 1 (donde

n

¢ es una constante), para probar que una circunferencia de radio R tiene
longitud 27 R,

iii) modificar el razonamiento de los dos apartados anteriores para deducir
que el area de un disco de radio R es 7 R?.

6) i) Hallar, si existe, Y{Zl?(}o (::—ig)”,

ii) calcular la relacion entre a y b para que

n+3
n—oo 1 4 2

n—+a

)3n+a o )bn

y
Jim (o

7) Sea a, el nimero de instrucciones de un determinado algoritmo para
su ejecucion sobre n datos de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actia de
la siguiente manera:

e con un solo dato de entrada resuelve el problema usando una
instruccion,

e con n datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema
a n — 1 datos y se ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo.

Se pide

i) definir la sucesion recurrente {a, }nen,

ii) estudiar la monotonia y acotacién de la misma,

i) verificar por induccion que |a, —2n?| < 2n para todo n,

iv) deducir que izlgzo P =

Comentario: Estudiar el nimero de instrucciones de un algoritmo permite
obtener una importante informacion, a efectos comparativos, sobre el tiempo
de ejecucion o el espacio de memoria que precisa, en definitiva sobre su
complejidad. El resultado obtenido en el problema significa que, en este caso,
para un numero elevado de datos de entrada, el niimero de instrucciones es
del orden de n?.

8) Estudiar la convergencia de la sucesion {ay fnen = (1+2)+(—1)"(1-2).

n
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Sugerencia: considerar las subsucesiones {asp }nen v {@2n-1 Fnen-

9) Sean ay y by nimeros reales positivos tales que ag < by. A partir de
ellos se construyen las sucesiones {a, tnen v {bn tnen de modo que

1 1 1 1 CLO+b0
= (= _ b, =
aq Q(GQ—I—bO) Y ! 2 ’
1 1,1 1 an + by,
= (— 4+ — bpt1 = .
Qpy1 2 (an + bn) Y + 2

Verificar que para todo n, a,+1 < b,y y estudiar la convergencia de

{an}nEN y {bn}nEN-
Nota: a,41 es la media armonica de a,, y b, y b,11 es la media aritmética de

Gn Y by.

10) Sea {ay}nen definida por a1 = 1,y a, = %an,l + 3 para n > 2.

Demostrar que {a, },en s contractiva y calcular su limite.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 3

2000-2001

1) Estudia los siguientes limites:

> -5 6 1-— t _
Z) lim w, ”) lim Cos<m) ’ m) lim an(l‘) S@n(m) 7
e=2 1% —4 z—0 2tan(r) 7—0 e

rta

iv) calcula a para que lim ( )¥ =4,

z—00 T — @
v) utiliza el criterio basado en sucesiones para calcular
In(l+x)—In(l—2
fim ML) ~In(l —2)
x—0 €x

2) Halla dos funciones f y g tales que
i) existe lim f(x) g(z) y lim g(z) = 0 pero no existe lim f(x),
f(=)

i) existe i@ﬁ’é () Pero no existen ni lz@iré f(z) ni i% g(x).

3) Halla las constantes a y b para que f sea continua para todo x € R :
sen(ax)

ar+3 si oz <1, " si oz <0,
i) f(z) =<2 siox=1, i) f(z) =45 si xz=0,
22 4+b siox> 1. r+b si x>0.

f(x):{ r si xeqQ,

-z si xeR\Q.

Verifica que f es continua solo en x = 0.
3 — 22 — 1 = 0 tiene una raiz real. Utiliza el método de
1

1_6.

5) La ecuacion x
biseccidon para aproximarla con un error menor que

6) Verifica que la ecuacion x+ sen(x) = ﬁ tiene al menos una solucion
en el intervalo [0, 7.
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7) Usando el teorema del valor intermedio, explica por qué las agujas del
reloj se superponen al menos una vez por hora.

8) Un sabado a las 8:00 de la manana, un hombre comienza a subir
corriendo la ladera de una montana hacia su camping de fin de semana.
El domingo a las 8:00 de la manana baja corriendo la montana. Tarda 20
minutos en subir y sélo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bajada,
el hombre se da cuenta que pasé por el mismo lugar a la misma hora al
sabado. Probar que el hombre esta en lo cierto. (Aplicar el teorema del valor
intermedio a la funcion f(t) = s(t) — r(t), siendo s(t) y r(t) las funciones de
posicion de subida y bajada.)
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BASES DE MATEMATICAS

HOJA 4
(primera parte)

2000-2001

1) Calcula la derivada de la funcion f(x) :

) — M i ) = Geosec(z

) o) =GRS, i fa) = 5,

iii) si sen(z + f(z)) = f*(x)cos(z),

i) si oz = f(x)?\/1— f(z), v) arctg(%).

2) i) ;Es derivable la funcion

fx) =

?sen(L) si x#0,
0 si x =
enx =07
ii) Determinar el 4ngulo que forman las curvas y = 2> — 1, y = 2% —x en
los puntos de corte.
Nota: El angulo que forman dos curvas es el dngulo que forman sus
tangentes.

3) Utiliza el método de derivacion logaritmica para calcular la derivada
de las siguientes funciones:

i) flz) = 3 (a? + 8)t e,

. (x+1)*(x —5)3

i) f(r) = S
i) f(z) = (14 z)nt+e),

4) Un semidisco de didmetro PQ) se apoya en la base de un triangulo
isosceles PQ R formando una region (similar a un helado de cucurucho). Sea
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0 el angulo PRQ. Si A() es el area del semidisco y B(0) es el area del
triangulo,

i) determina [ Al) (Escribe A(f) y B(0) en términos de ¢ y OR

i) determina lim BO) scribe y en términos de 5 y :
donde O es el punto medio de PQ.)

ii) Calcula la variacion del area de la region respecto de la variable 6

cuando 0 = %

5) La velocidad S de la sangre que esta a r cm del centro de una arteria
viene dada por S = C' (R? —r?), donde C es una constante, R es el radio de
la arteria y S se mide en cm/s.

Se administra un farmaco y la arteria empieza a dilatarse a un ritmo —.

dt
A una distancia constante r, halla el ritmo de cambio de S con respecto a t
dR
paraC =1,76 x 10>, R=1,2x10"2y = = 1075,

6) Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Verificar que
si |f'(z)] < & para todo z € (a,b) entonces f es contractiva en (a,b).
(Una funcion f es contractiva en (a,b) si existe una constante C' con 0 <
C' < 1 tal que para todo =,y € (a,b) lfly) — f(z)] < Cly —z|.)
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BASES DE MATEMATICAS

HOJA 4
(segunda parte)

2000-2001

1. Dadas las funciones f(z) = ¢ y g(z) = z|z|:
i) Representar graficamente f(x), |f(z)], f(|z|) v g(x).
ii) Estudiar, utilizando la definicion de derivada en un punto:

Lf ()], |f(z)], g'(x) en x=0.

iii) Hallar (|f| o ¢)'(0).
iv) Calcular (f o g)'(|z]).

2. Estudiar la monotonia de la funcion:

_43:—3

fle) = 3x+1

y determinar en que intervalos tiene inversa. En dichos intervalos calcular la
derivada de la funcion inversa.

3. Para n € N calcular:

i) La derivada n-ésima de la funcion f(x) = cos(3z)cos(x) (utiliza una
demostracion por induccién para verificar la formula).

ii) El polinomio de Taylor de orden n de la funcion f(x) en un entorno
de x = 0.

4. Calcular, usando la regla de L’Hopital, los siguientes limites:
i) lim S=e8 (5 20),

.o ’ 1
11) l;i,q <a:xT1 o ln(ac))’
iii) lim a®,

rz—0

. ,  142cos?(x)—34/cos(2x)
iv) lim pre :
z—0
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cos(z)ln(x—a)

v) lim =05

5. Dada la funcion f(z) = v + 1 se pide:

i) El polinomio de Taylor de grado 4 de f en x = 0.

ii) Calcular un valor aproximado de v/1.02 utilizando un polinomio de
grado 2 y dando una estimacién del error cometido.

6. Usar el polinomio de Taylor de orden 3 de la funcion sen(t) para aproximar
el area de un segmento circular de dngulo t. (El rea de un segmento circular
de angulo t es igual a la diferencia entre el area del sector circular y el area
del triangulo determinados por el dngulo ¢.)

7. Estudiar si el punto x = 0 es extremo relativo de las funciones

i) flz) =e " sia#0y f(0)=0;

ii) g(z) = z°sen?(z).
8. Recordamos que la recta y = mx + b (m # 0) es una asintonta oblicua de
una funcion f(z) si f(z) — (max + b) tiende a 0 cuando z tiende a infinito o
a menos infinito. Por tanto la determinacion practica de m y b se realiza del
siguiente modo:

. f(=) ,

Dada la funcion f(z) = (2?(1 — z))"/3:

i) determina sus intervalos de crecimiento y concavidad;

ii) determina sus maximos y minimos relativos;

iii) dibuja su gréfica.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 5

2000-2001

1) Usando las propiedades de la integral demostrar que para cada n
natural se tiene la siguiente desigualdad:

1 entQ
| / dz| < In(2)
0

x+1

2) Hallar el valor i € R que cumpla que

/13 f(z)dz = 2p.

Siendo f : [1,3] — R definida como f(z) = 1sixz € [1,2] y f(z) = 2 si
z € (2,3

Estudiar si existe algin punto ¢ € (1,3) tal que f(c) = p.

Estudiar si la respuesta del apartado anterior contradice el teorema
integral del valor medio.

3) Demostrar utilizando el teorema integral del valor medio que dados
dos numeros reales estrictamente positivos a y b, existe ¢ € (a,b) de modo

que:
b R
/ 2°In(1 + 2°)dz = In(1 + CS)(E — E)

4) Calcular la derivada de las siguientes funciones:

2 2

i) F(z) = /O " sen(®)dt i) Gla) = /0 ’ ﬁdt

2

iti) H(x) = /090 rsen(t?)dt iv) I(z) = /: V1 + t2dt.
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5) Calcular el limite cuando z tiende a 0 de la siguiente funcion:

2

IN sen(\/f)dt‘

23
6) Calcular las siguientes integrales indefinidas:
i) / rdr i) / Qf_gxsdx
i11) /:c5ln(:v)dx iv) /excos(a:)dx
v) /%dm i) /x?’—l—xx%%dx

7) Estudiar las siguientes integrales impropias:

i) /100 lnx@dx,

w/4

cos(x)

o /sen(x)

4 1
iii)/Q—dx.
o0 T°+2—0

i7) dx,
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 1

2001-2002

1) Sean a y b dos nimeros naturales, A el conjunto formado por los
ntmeros enteros multiplos de a, y B el formado por los multiplos de b. Se
pide determinar el conjunto A N B en términos del minimo comun multiplo
entre a y b, m.c.m.(a,b).
iSon A, By AN B conjuntos numerables?

. Puedes construir una biyeccion entre los dos conjuntos A y B?, jcomo?.
Si a = 2 calcular el complementario relativo de A respecto de los ntimeros
naturales.

2) Sea A el conjunto formado por A = {1,7,z}, se pide:

e a) Construir una relacion binaria en A, que sea simétrica y transitiva.

e b) Construir una relacion binaria en A, reflexiva y antisimétrica.

c¢) Construir una relaciéon binaria en A, no simétrica y reflexiva.
e d) ;Puede existir una relacion simétrica y antisimétrica a la vez?.

e ¢) ;Como se llaman las relaciones reflexivas, simétricas y transitivas?,
.y las reflexivas, antisimétricas y transitivas?.

3) Se considera el conjunto formado por los niimeros naturales N, y las
siguientes relaciones en N:

e R; donde mRn si n es un multiplo de m.
e Ry donde mRyn si m — n es un multiplo entero de 3.

e RR3 donde mR3n si el maximo comun divisor entre m y n, m.c.d.(m,n),
es un nimero primo (un niamero entero p es primo si los tnicos divisores
de pson 1,—1,p, —p).
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se pide:

e a) De las anteriores relaciones, jcudles son reflexivas y cuéles son simé-
tricas?.

e b) ;Cuaéles son relaciones de orden y cuéles son de equivalencia?.
e ¢) ;Hay alguna relacion de orden estricto?, ;y de orden total?.

e d) En aquellas que son relaciones de equivalencia estudia el nimero de
clases de equivalencia.

4) Sea f : N — N[J{0}, definida por f(a) = (a — n)? donde n es
un namero entero. jPara que valores de n, f es inyectiva, sobreyectiva, y
biyectiva?. Determinar la imagen de f para n > 0.

5) Sea f : [0, 7] — [—1, 1] definida por f(z) = cos(x). jEs f inyectiva?,
.y sobreyectiva?.

6) Encuentra el conjunto solucion de los € R que verifican:

e a)|r—3<8

eb)|lz—1+|z—2>1
ec)lz—1)jz+2=3
o d)|z|+|z—1+]zr—2]-25=0
2 +38
———= >0
°) 2?2 +8x 4+ 7

7) Probar que:
e a)la+bl=lal+ b < ab>0

o b) max({z,y}) = T

8) Hallar el supremo y el infimo de:
A={z € R:32*— 10z + 3 < 0},
B={zeR:(x—a)(x—0b)(x—c)(x—d) <0}

donde a, b, c,d son nimeros reales tales que a < b < c < d,
C={x=2":neN}

9) Demostrar que a = 3 + V2 y b=+/3+ /2 son nameros irracionales.
(Sugerencia: usar el hecho de que V2'y V6 son irracionales.)



38 CAPITULO 3. HOJAS DE PROBLEMAS 2001-2002

BASES DE MATEMATICAS
HOJA 2

2001-2002

1) Sea {z, }nen una sucesion convergente, e {y, }neny una divergente. ;Qué
puedes decir, en relacion con la convergencia, de las sucesiones {z,y, }nen,
{xn + yn}neN y {xn/yn}neN (suponiendo que Yn 7é 0, Vn € N)?

2) Probar que la sucesion {x, },en es convergente si y solo si sus
subsucesiones {Taop bnen ¥ {201 }nen convergen al mismo limite.

3) Hallar, si existen, los siguientes limites
) i nt4+n?4+1
im ————
& n—oo 2n*+1

n®+n?+1
b) lim ————
RS TES

n2 + 1 n271

)Qn

C) nh—{{olo<n2 — 3n
nn—l

d) lim ——

R T

e) lim vn24+1—-—n—1

n—oo




39

4) Si lim u, =0,y u, # 0 VYn > 1, calcula

w3 = 2u,
lim "}/ ————

a
5) Demuestra que la condicién lim a, —n = 1 implica lim — = 1.

n—oo n—oo N

Calcula ambos limites para la sucesion a,, = n++/n, jqué puede concluirse
de este resultado?.

6) Demuestra que la siguiente sucesion es mondtona acotada, calcular el
limite

® u, =3+ L paran>1,uy=0

Un—1

2

7) Sea la sucesion definida por u, =1 — , paran > 1, ug = 0.

e Demostrar que es contractiva. Hallar el limite.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 3

2001-2002

1. Estudia los limites laterales de las siguientes funciones en el origen,
deduce a continuacion si existe el limite.

a) f(z) =,
b) f(z) =1,

¢) f(x) =1In(2?),
d) f(2) = =,

¢) f(z)=(1+2),
f) flo) =TT
g) flz) =472

a) f(z) =2t

b) g(x) = e,

c) h(z) = In(325),
d) k(z) ==,

e) l(z) = In(lz — 1)

3. Sea f una funcion continua en un intervalo I abierto y acotado.

a) Demuestra que |f| también es una funcion continua. ;Es cierto el
reciproco?.
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b) Si f > C > 0, demuestra que % es una funcion continua y acotada.

¢) ;Puedes contruir una funciéon continua f que no alcance su méaxi-
mo absoluto en I7 ;y una funcion no acotada?.

d) Si I es un intervalo cerrado y acotado, jalcanza siempre f el
minimo absoluto en 7.

e) Sea [ el intervalo cerrado [0,1] y sea f(I) = I. Demuestra que
existe un punto zo € I tal que f(xy) = zo.(Ayuda, considera la
funcion = — f(x)).

. Calcula el namero de ceros de la funcion f(z) = x — cos(z), y contruye
un intervalo de longitud 7 en el que se encuentren la raiz o raices.
. Calcula A para que la funcién f sea continua en toda la recta real

1
22 -2+ 1

flo) =5

. Sea f(x) = [z] (parte entera de z). Estudia los puntos de discontinui-
dad de f.

. Estudia el dominio y la continuidad de las siguientes funciones

a) f(x)=+va?—5x+6,

b) f(z) = In(xzsen(x)),

¢) f(z) = (2> =52 +6)3,

d) f(x) = arcsen(z?),

e) f(z)=+/(x —5)In(2 — ).

. Estudia la continuidad de la funciéon

er six <0
fl)=¢ 2*—=x si0<z<1
cos(m|]2 —2?|)+1 sixz>1.

. Un caracol se encuentra en el fondo de un pozo de 1 metro de profun-
didad. Durante el dia (12 horas) asciende 20 ¢m y por la noche (12
horas), mientras duerme, desciende 10 cm. Di el nimero de veces que
ha estado a 95 cm de profundidad, y cuantas a 90 cm, 85 cm, 10 cm y
5 cm. ;Cuantos dias y noches tarda en llegar al borde del pozo?.
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10. Sabiendo que la funcion f(z) = €” es estrictamente creciente, estudia
la monotonia de las siguientes funciones:

a) f(z)=In(z), x >0,

b) f(x)—%,$>0,

c) f(z)= sen(z)’ ¥ € (0,m),
d) f(z) = ser}(x), x € (m,2m)
&) f(z) = V&, 2 >0

f) f(x)=eV® x>0

11. Estudia si las siguientes ecuaciones tienen solucion

a) e* —2cos(z) =0,

b) 2® — 245+ 1~ =0,

cos(z)

¢) In(z) = 1, 2 > 0, ;Cuantas soluciones tiene la ecuacion?.

12. Sea f una funcion estrictamente creciente y g una funcion decreciente,
definidas en un intervalo I. ;Cuantas soluciones tiene, a lo sumo, la
ecuacion f(z) = g(x)?. Construye dos funciones f y g en (0,00) donde
la ecuacion anterior no tenga solucion.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 4
2001-2002

1. Calcula la derivada de la funcion f(z) en los puntos en que sea
derivable:

a) f(z) = {/55

b) f(x) = ¥/(cotan(z?))®,
¢) flz)= 3arcsen(\/@)’
d) flz) = |a* - 4],

e) f(SB) — ecosec(fm)’

f) f(x) _ 2360(962—3:13-1-7)'

2. Utiliza la derivada logaritmica para calcular la derivada de la funcion

(sen2x)?(cos5x) Y3 (tan(x/2))7/5

J(w) = (senx)3(cos(x/3))1/4

3. Estudia la derivabilidad de la funcién

cos(x) siz <0
flz) =4 1—2? si0<z<1
arctan(z) six > 1.

4. Dada la funciéon

f(x) :{ 3’212 six <1

% siz>1.
a) Estudia su continuidad y derivabilidad.

b) ;Se puede aplicar el teorema del valor medio en [0, 2]?

En caso afirmativo halla el punto (o puntos) de la tesis del teorema.
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ar _ oT _ o

2

e
5. Halla a para que ling) sea finito y calcula el valor del limite.

T

6. Halla los siguientes limites:

_ e’ —1
a) lim in(——),
1—
b) lim —Czs<x),
z—0 x
¢) lim 2%,
x—07F

d) hH(l) (cosz)V/*".

7. La funcion f(r) = 1—2%° se anulaen —1 y 1y, sin embargo, f'(z) # 0
en (—1,1). Explica esta aparente contradiccion al teorema de Rolle.

8. Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion f(x) =
e” +In(z + 1) en el punto (0, 1).

9. Demuestra la identidad arctan(z) + arctan(l/x) = —nw /2, x <.

10. Una camara de television esta situada en la tierra a una distancia de
4000 pies de la base de lanzamiento de una astronave. La astronave
sube verticalmente y su velocidad es 600 pies/s cuando ha subido 3000
pies.

a) Halla la tasa de cambio de la distancia entre la astronave y la cAmara

en ese instante,

b) Si la caAmara esta siempre enfocada en la astronave, ;cuél es la tasa
de cambio del angulo de elevacion en ese instante?

11. Un objeto se mueve de forma tal que su velocidad v esta relacionada a
su desplazamiento s por medio de la ecuacién v = y/2gs + ¢, donde ¢
y ¢ son constantes. Verifica que la aceleracion del objeto es constante.

12. Calcula el polinomio de Taylor de grado n = 3 en el origen de la funcion
flz) =e"In(1 —z).
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13. Escribe la formula de Taylor de orden n alrededor del punto a = —1
de la funcion f(z) = 1/z.

14. Representa graficamente la funcion

) = |2z + 1| sixz <1
)= 2 —2r+4 siz>1.
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BASES DE MATEMATICAS
HOJA 5

2001-2002

1) Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) [e¥dx b) [ cos(2x + 1)dx
¢) [ sec®(x)dx d) [ cosec®(x)dx

)

)

e fcosec( )cotan(:v)d:v f) fcotan( Ydx

g) [ f'(z)sec(f(z))tan(f(x))dx f\/%

2) Para todo n € N sea

I, = /:c"exda:.

Liy1 = —a"e™ + (n+ 1)1,

Verifica que

y calcula [zte "dx.

) Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) [ sen? cos )d:v
b) [ sen*(x)cos®(x)dx

1—cos(2 1 2
Sugerenma. sen*(x) = CO;( 2 cos?(x) = +COQS( 2.

4) Verifica las siguientes identidades:
a) [ 2\f+5‘fdx = 40:B20 +4z1 4 ¢,

b) [ <= dx—2ef—i—c

¢) [ =5 1+821 = arctan(e®) + ¢,

d) [ Zigdx =z + 3ln(|x +2|) + ¢,
e)ffhﬁd:v— —g(x—i%)%—l—c,
f) J xln3(x T dr = 2ln2(w) +c

5) Calcula las siguientes integrales indefinidas:
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5x5—3x4+231‘ 12
a) f z44+4 dx
—x +236+1
b) f x33+2x2+x dl’
3x +4z +3z—1
f T2zt 252 dx.

o

)
6) Calcula las mgmentes integrales indefinidas:
a) f5x 3x+5)5dm

b) [’

[ aresen ( )d.

o

7) Calcula las siguientes mtegrales indefinidas:

)
)
) | 7
)
)
)

a b)
c f\/T d) [ ﬁdx
o) J Hin g, o

sen3(x
1+cos?(x) dl‘

8

8) El area comprendida entre las graficas de dos funciones continuas f y
gy las rectas = ay x = b es igual a

/ |£(z) — g()lda.

a) Halla el area comprendida entre la gréafica de las funciones f(x) =«

y 9(z) = V.
b) Halla el area comprendida entre la grafica de f(z) = 2* — 323 + 222 —
x + 1 y su recta tangente en el punto z = 0.

2

9) Calcula el siguiente limite asociandolo a alguna integral definida:

lim [+ e ]
1m EEEES—
n—oon?2+1 n24+4 n?24+9 n? + n?

10) Deriva la siguiente funcion:
x et

11) Si la funcion g(t) viene definida mediante la ecuacion

lo()]?
t=/ Se) g(t) # 0,

T
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calcula ¢'(t) en términos de g(t) y (¢7!)(x).

12) Estudia la convergencia de las integrales impropias siguientes:
a) [T e "dx,

b) fol In(z)dz,
C) fO \S/ﬁdl‘
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52 CAPITULO 4. EXAMENES 1999-2000

Universidad
Rey Juan Carlos  Bases de Matematicas (1999-2000)

Examen de nivel

1) Sea N el conjunto de los ntimeros naturales y sean A y B los dos
conjuntos definidos por:

A={zeN:2?2+2xr-3=0} y B={-3,-1,0}.

Se verifica que:

a) AUB ={-3,—1,1}
b) ACB

c) ANB={1}

d) A\B = {1}

La respuesta verdadera es la

2); Cuales de las siguientes figuras son el grafo de una funcion de la va-
riable x?

.Cuéles son el grafo de una funcion inyectiva? (Responder debajo de
cada grafica una de las siguientes opciones: FUNCION , NO ES FUNCION,
FUNCION INYECTIVA).

2.2
1
a) b) -1-08-06-04-02 0 02 0.4x06 08 1 C)

3) Sea R el conjunto de los niimeros reales y sea C' = {x € R: |2? — 1] <

21,

Se verifica que:
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—~ N —

—%3%@
—00,V3)
3,00)

B2
QQQQ
I

La respuesta verdadera es la
4) Sea {x, }nen la sucesion definida por m, = %, (n>1).
Se verifica que:

a) limz, =—1
n—oo

b) lim x, no existe

¢) limx, =0
d) limz, = —oc0
La respuesta verdadera es la
5) Para todo ntimero real z, sea f(z) = (22—=1)3.Si Df(z) es la funcion
derivada de f(x), se verifica que:
a) Df(x) = 3(2x — 1)*
b) Df(x) = 6x(a* — 1)*
¢) Df(x) = 3(a? - 1)
d) Df(z) = (a* — 1)?

La respuesta verdadera es la

6) Sea I = x — 1 dx.
Se verifica que

a) I =1
b) I =0
¢) :135
0=t

La respuesta verdadera es la
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Gestion) Primer Ezamen Parcial A
Fecha: 23 de Noviembre de 1999 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sean A,B y C tres conjuntos. Se verifica quer ANBNC
=ANB
a) nunca
b) siempre
c)solosi A =B =C
d)sdlosi AUBCC
e)solosi ANBCC

2) (1 punto) Sean A = {a,b,c,d,e}, Ng = {1,2,3,4,5,6} y

fZA [ a— NG
a — 2
b — 4
c — 3
d +—— 1
e — D

Se verifica que :

a) f mno es una funciéon

b) f es una funcion inyectiva

¢) f es una funcion sobreyectiva
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d) no existe g : Ng —— A tal que go f=Idy

e) f71({6}) = {=}

3) (1 punto) Definicién: Sea A un conjunto no vacio.  Una rela-
cion de equivalencia R en A es una relacion binaria en A reflexiva,
_____________ y o .

Para completar correctamente la definiciéon anterior hace falta anadir las
palabras ( no teneis que justificar vuestra respuesta):

a) antisimétrica, transitiva

b) no se puede completar la definicién correctamente

¢) transitiva, simétrica

d) simétrica, total

4) (1 punto) Explicar el motivo que hace que la siguiente proposicién no
sea verdadera.
Proposiciéon: Toda sucesion de nimeros reales acotada es convergente.

5) (2 puntos) Sea {a,},y la sucesion de nimeros reales definida por

a] = 1
ny1 = 3(an +5) Vn >1

Se verifica que :

a) {an},cy estd acotada por arriba por 2 y converge al valor 2
b) {an},ey esta acotada por arriba por 3 y converge al valor 2
¢) {an}, ey esta acotada por arriba por 3 y converge al valor 3

Nt

d) {an},cy es decreciente y converge a

6) (2 puntos) Sean {a,}, .y = {(1+ 1) 5 hen y {bn},en = {(n5Tn3)!}neN.
Se verifica que :
a) {bn},cy es divergente
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b) lim a,=¥% y lim b, =00
¢) log,(lim a,)=—-%y lim b, =0

d) {an},cy es divergente

7) (2 puntos) Sean A y B dos subconjuntos de R acotados. Entonces,

a) AU B esta acotado y sup(A U B) = maxz{sup(A),sup(B)}
b) AN B esta acotado y sup(A N B) = maz{sup(A),sup(B)}
c¢) en general, AU B no esta acotado
d) en general, AN B no esta acotado

Bonus:(0.5 puntos) Si x e y son ntimeros racionales, se verifica que
r+y y xy son nimeros racionales

siempre

nunca

en general, x +y no es racional
en general, £y no es racional

o &
~— ~—

e
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(YY)
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas (tarde)) Ezamen A
Fecha: 23 de Noviembre de 1999 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Definicién: Sea A un conjunto no vacio. Una relacion
de orden R en A es una relacion binaria en A ,
y transitiva.

Para completar correctamente la definiciéon anterior hace falta anadir las
palabras ( no teneis que justificar vuestra respuesta):

a) no se puede completar la definicién correctamente

b) antisimétrica, reflexiva

c¢) reflexiva, simétrica

d) reflexiva, total

2) (1 punto) Explicar el motivo que hace que la siguiente proposicion no
sea verdadera.
Proposicién: Toda sucesion de niimeros reales acotada es de Cauchy.

3) (1 punto) Sean A,B y C tres conjuntos. Se verifica quer A UB U C
=AUB

a) nunca

b) siempre

c)sdlosi AUBCC
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d)solosi CCAUB
e)solosi AUB=C

4) (1 punto) Sean f, g, h las tres funciones de Z en Z definidas por

fle)=z+1, g(zr)==6x, h(z)=x+6.

Se verifica que :

a) gof=/[foyg

b) goh=hog

¢) f,gy h son todas inyectivas
d) f,gy h son todas sobreyectivas

) 97 ({3} = {0}

@

5) (2 puntos) Sean A y B dos subconjuntos de R acotados. Entonces,
a) AU B esta acotado y inf(AU B) = min{inf(A),inf(B)}

b) AN B esta acotado y inf(AN B) = min{inf(A),inf(B)}

¢) en general, AU B no esta acotado

d) en general, AN B no esta acotado

6) (2 puntos) Sean {a,},.y = {(1+ (%L))”}HGN Vv {bn}tpen = {%}%N.
Se verifica que :
a) {an},cy es divergente y lim b, =0

n—oo

b) {an},cy s convergente y  {b,}, o es divergente
c) {an},ecy es divergente y  {b,}, . s convergente
d) {an},cy es convergente y lim b, =0

n—oo

7) (2 puntos) Sea {a,},  la sucesion de nimeros reales definida por

neN



29

a; =
(py1 = %(an +7) Vn > 1

Se verifica que :
a) {an},cn esta acotada por arriba por 2 y converge al valor
b) {an},cy esta acotada por arriba por 3 y converge al valor
¢) {an}, ey esta acotada por arriba por 3 y converge al valor
d) {an},cnes decreciente y converge a

QO o |~ |~

3

Bonus:(0.5 puntos) Si z e y son ntimeros irracionales, se verifica que
T 4y y xyson nimeros irracionales

a) siempre

b) nunca

¢) =+ y no es necesariamente irracional

d) xy es siempre irracional
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Gestion) Segundo Examen Parcial A
Fecha: 12 de Enero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por ocho problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sea a un nimero real positivo. Utiliza el teorema del valor

intermedio para demostrar que existe un ntimero positivo x tal que 2% = a.

( Es decir, para demostrar la existencia de la raiz cuadrada de a ).

2) (1 punto) Sea g :(—1,2) — R una funcion tal que Vz € (—1,2)
lg(z)| <% y sea f:(—1,2)—— R definida por f(z)=z?g(z). Halla
hII(l) f(z).

3) (1 punto) Completa la siguiente
Definicién. Sean A un subconjunto no vacio de R, f : A +— R una
funcion y xo un punto de acumulacion de A. Entonces lim f(z) = oo

T—T0
si Ye>0,36d() >0 tal que

4) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por
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sen(x)

(2x) si —1<x<0

cos(z)—1 .
si O0<zx<1
flz) = { iy
SeEN

,Puedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]?

5) (2 puntos) Sea f:(1,3) — R la funcion definida por f(z)= -1

z—1"
Demuestra que existe la funcion inversa de f, f~!, y que f~! es continua en

(3,00).

6) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

2_z4+1 2
lim T2 F1 b) lim
r—1 T + 1 z—11 — 1

a)

7) (2 puntos) Sea ¢ :R+— R la funcion definida por

20 — x2 si <2
(z) = 2—x si 2< x<3
g\ = x—4 si 3<ax<4

T si >4
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Encuentra los puntos de discontinuidad de g.

Bonus. (0.5 puntos) Contesta verdadero o falso.
Si f es una funcion definida sobre el intervalo (0,5) tal que f(1) >0
y  f(3) <0, entonces existe un nimero x entre 1 y 3 con f(z)=0.
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(YY)
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Gestion) Segundo Examen Parcial B
Fecha: 12 de Enero del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por ocho problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.
Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.
»

Hemos incluido un ltimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

- )
Fla) = sen(@) 51. O<r<l1
cos(2x) si —1<x2<0

,Puedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]?

2) (1 punto) Completa la siguiente

Definicion. Sean A un subconjunto no vacio de R y f: A— R una
funcion.

Entonces lim f(zx) = L € R si Ye > 0, 3 0(e) > 0 tal que

r—00
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3) (1 punto) Sea g:(0,7) — R la funcion g(z) = cos(z>) y sea
f:(0,7) — R definida por  f(z) = zg(z). Halla liH(l) f(z).

4) (1 punto) Sea a un niamero real positivo. Utiliza el teorema del valor
intermedio para demostrar que existe un ntimero positivo  tal que 2% = a.
( Es decir, para demostrar la existencia de la raiz cuadrada de a ).

5) (2 puntos) Sea ¢ :R+— R la funcion definida por

2x + 22 si x <2

2—x si 2< <3

g(x) = r—4 si 3<zr<4
0 si x>4

Encuentra los puntos de discontinuidad de g.
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6) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

2
1
a) lirr{ v
r— €T

b i
) A T

7) (2 puntos) Sea f: (1,3) — R la funcién definida por f(z) = =2-.

—x

3
Demuestra que existe la funcion inversa de f, f~!, y que f~! es continua en

(3,00).

Bonus. (0.5 puntos) Contesta verdadero o falso.
Si f es una funcion continua definida sobre el intervalo (0,5) tal que
f(1) >0 y f(3) <0, entonces existe un namero x entre 1 y 3 con

f(x) =0.
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Universidad .
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informéatica de Sistemas (tarde)) Segundo Ezamen Parcial A
Fecha: 12 de Enero del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Completa la siguiente

Definicion. Sean A un subconjunto no vacio de R, f : A+ R una
funcion y zo un punto de acumulacion de A.  Entonces © — zof(x) = L €
R si Ve>0,36d(¢) >0 tal que

2) (1 punto) Determina si se puede aplicar el teorema del valor intermedio
para demostrar que existe una solucién de la ecuacion z* +1 = % en el

intervalo (3,1).

3) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

[sen(3z)* si O<z<1

f(m):{SxS—IQxQ—l—anQ si —1< 2<0

iPuedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]7
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4) (1 punto) Sean A un subconjunto no vacio de R, f,g: A — R dos
funciones y x¢ un punto de acumulacion de A. Si |f(x)| < g(z) para todo
reA vy lin(l)g(a;) =0, halla o — xof(z).

5) (2 puntos) Sea  f:R+— R la funcion definida por

N/ = si z <0

) = 3—x si 0< z<3
N (x — 3)? si 3<x<4
2 si x>4

Encuentra los puntos de discontinuidad de f.

6) (2 puntos) Sea f(z) = \/51_2. Encuentra un subconjunto de los niimeros
reales A donde f se pueda expresar como composicion de tres funciones
continuas.

7) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

1 3
a) lim b) lim

Bonus:(0.5 puntos) Sean f:(0,1) =R, ¢:[0,00) =R y h:[2,3] —
R, tres funciones tales que

f((0,1)) = (=1,5) U[7,00), g([0,00)) = (—00,0) y h([2,3]) = (2,5).

,Cual de las funciones f,g 6 h seguramente tiene por lo menos un
punto de discontinuidad en su dominio?
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (tarde)) Segundo Examen Parcial B
Fecha: 12 de Enero del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.IL.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ltimo problema, “Bonus ’

" que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sean A un subconjunto no vacio de R, f,g: A+— R dos
funciones y xy un punto de acumulacion de A. Si |f(x) — 5] < g(x) para
todo € A y lim g(z) =0, halla lim f(x).

T—xTo T—x0

2) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

w 0<zr<l1

B - si
f(x)—{ 33— si —1< <0

,Puedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]7

3) (1 punto) Determina si se puede aplicar el teorema del valor intermedio

para demostrar que existe una solucion de la ecuacion 2% — 1 = % en el

intervalo (3,2).
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4) (1 punto) Completa la siguiente
Definicién. Sean A un subconjunto no vacio de R, f : A+— R una
funcion y xo un punto de acumulacion de A. Entonces limﬁf(x) =00 §I

Ve >0,30(e) >0 tal que

CC"CEO

5) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

9
. 1 .
@) o ) iﬂ) 1— 3z

6) (2 puntos) Sea f:R+— R la funcion definida por

-z si z <0

fla) = x? —3x si 0< <3
N (22 —1)? si 3<x<4
4 si z>4

Encuentra los puntos de discontinuidad de f.

7) (2 puntos) Sea f(z) = ﬁi Encuentra un subconjunto de los nimeros

reales A donde f se pueda expresar como composicion de tres funciones
continuas.
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Bonus. (0.5 puntos) Poner un ejemplo de una funcion f: R — R que
no sea continua al menos en un punto a € R y tal que su cuadrado, es decir,

la funcion
f2: R — R
r o~ f(x)?

sea continua en todo R
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(YY)
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
Informatica de Sistemas y de Gestion Examen A
Fecha: 11 de Febrero de 2000 Tiempo: 2 horas
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

Fecha posible de publicacion de calificaciones: Martes 22 de Febrero.

1) (10 puntos) Contesta VERDADERO o FALSO (en este problema
no hace falta justificar tus respuestas).
a) Si x es un numero real, entonces |z — 3| > 1 < z € (2,4).
b) La funcion f(z) = cos(x) es inyectivaen [—7, 7]
¢) Una relacion de orden es también una relacion de equivalencia.
d) Toda sucesion creciente y de Cauchy esta acotada superiormente.
e) Toda funcion derivable en (a,b) es continua en (a,b).

2) Calcula las siguientes integrales: a)(5 puntos) [ m dx b)(5

puntos) f14 % dx

NOTA: In(z) representa el logaritmo neperiano de z.

3) (8 puntos) Calcula el polinomio de Taylor Ps(z) de orden 3 de la
funcion

f(x) = wsen(3)

en un entorno del punto xo = 0.
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4) a)(8 puntos) Determina los puntos de extremos relativos y los in-
tervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(z) = 25—z
en [—2,00).

b)(4 puntos) Siendo f(z) la funcion del apartado a), calcula el
valor de xhi& f(x) y representa graficamente dicha funcion.

5) a)(5 puntos) Estudia la convergencia o divergencia de la sucesion
Qp = % Si converge halla su limite.
b)(5 puntos) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:
sen(z+1) .
-3 S si x>-—1
flz) = Tt siox<—1
-3 si z=-—1
6) a)(b puntos) Calcula el siguiente limite: lir(1)1+xln(sen(x)).

b)(5 puntos) Calcula la funcion derivada de la funcion f(z) =

j? V't sen(t) dt.
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(YY)
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
Informatica de Sistemas y de Gestion FExamen B
Fecha: 11 de Febrero de 2000 Tiempo: 2 horas
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) | NOMBRE D.N.I.

El examen esta compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

Fecha posible de publicacién de calificaciones: Martes 22 de Febrero.

1) a)(8 puntos) Determina los puntos de extremos relativos y los in-
tervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion — f(z) = xe”
en [—2,00).

b)(4 puntos) Siendo f(x) la funcion del apartado a), calcula el
valor de gﬁlggo f(x) y representa graficamente dicha funcion.

2) a)(5 puntos) Estudia la convergencia o divergencia de la sucesion
an = 1_{;” Si converge halla su limite.
b)(5 puntos) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:

cos(z—2)+1 .
= si <2
f(l’) = 1;722,2% . > 9 .
T+2 St T =2

3) (10 puntos) Contesta VERDADERO o FALSO (en este problema no
hace falta justificar tus respuestas).
a) Toda sucesion creciente y acotada superiormente es de Cauchy.
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. _ . . ”
b) La funcion f(z) = sen(z) es inyectiva en [—7,T].
c¢) Una relacion de equivalencia es también una relacion de orden.
d) El namero e es irracional, pero puede expresarse como limite de
una sucesion de nimeros racionales.

e) Toda funciéon continua en [a,b] es derivable en (a,b).

4) Calcula las siguientes integrales: a)(5 puntos) foz mcos(Qx) dx

b)(5 puntos) [ \/@ dz.
NOTA: In(z) representa el logaritmo neperiano de x.
_ . 1
5) a)(5 puntos) Calcula el siguiente limite: hm < 1~ () )
T — n(z
b)(5 puntos) Calcula la funcion derlvada de la funcion f(z) =

cos(x)

[ cos(t?) dt.

6)(8 puntos) Calcula el polinomio de Taylor Ps;(x) de orden 3 de la
funcion f(x) = xe™® en un entorno del punto zy = 0.
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion FExamen de Septiembre
Fecha: 5 Septiembre de 2000 Tiempo: 2h y 30min
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estda compuesto por 7 problemas y se valorard sobre 100 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Podéis consultar apuntes, pero no esta permitido el uso
de calculadoras. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es
preciso copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de
examen que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 50 puntos su-
pondrd una calificacion de suspenso en la asignatura.

1) (14 puntos: 2 puntos para cada apartado) Contesta VERDADERO
o FALSO .

En este problema no hace falta justificar tus respuestas.

a) Si  es un nimero real, entonces [3z — 1| < 2 & x € [F,1].

b) La funcion f(x) =322 —x es inyectiva en [0, 1].

c) En el conjunto Z de los nimeros enteros, sea R la relacion definida
por

Ve,y € Z, rRy <= 2x — 2y = 3k, donde k es un cualquier niimero
entero.

Entonces R es una relacion de equivalencia.

d) Toda sucesion decreciente de Cauchy esta acotada superiormente.

e) Sea f(x) es una funcion continua en el intervalo [0, 1] y derivable
en (0,1).

Si f(0) =2y f(1) =5, entonces existe ¢ € (0,1) tal que Df(c) = 3.

f ) Si una funciéon es Riemann-integrable en un intervalo acotado,

entonces es continua en dicho intervalo.

g) Cuando esta definido, el producto de dos funciones derivables es
siempre una funcion derivable.

2) Estudia la convergencia de las siguientes integrales:
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a)(8 puntos) fol e’ cos(e) dx b)(8 puntos) f; S da
c)(8 puntos) fol earctan(m)ﬁdx (arctan(l) = 7).

NOTA: Identifica las integrales que son propias o impropias y ex-
plica el método (o los métodos) de integracion utilizado.

3) (10 puntos) Halla el valor de la constante ¢ tal que las graficas de las
dos funciones

flz) = sen(dz) v gla)=1—e=

sean lo mas parecidas posible en un entorno del punto zq = 0.
NOTA:Utiliza el teorema de Taylor.

4) (20 puntos) Determina el dominio, los limites, los puntos de extremos

relativos y

los intervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion
2

fle) =25

x
en [0,00). Representa f(x) graficamente utilizando la informacion

hallada.
5)e2n+1 a)(6 puntos) Estudia la convergencia o divergencia de la sucesion
e Si converge halla su limite.
b)(8 puntos) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:
% si € (—o0,—2)
o) = o S re(0
Iz =2 si x € (0,00)
6) a)(8 puntos) Calcula el siguiente limite: mli%l+%'
. b)(4 puntos) Calcula la funcion derivada de la funcion f(z) =

[ In(1 + €%) dt.
0

7) (6 puntos) Un cuerpo esta conectado a un muelle y se mueve a lo largo
del eje de



7

las = segan laley  z(t) = sen(2t) + \/ig cos(2t).

. Cudl es la distancia maxima del cuerpo del origen?

NOTA: arctan(Vv3) = Z+kr (k € Z), sen(3) = 3V3 y
1

cos(3) = 3.
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Gestion) Primer Examen Parcial
Fecha: 27 de Noviembre del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre dos puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.
Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

Determinar si las afirmaciones de los primeros tres problemas son
verdaderas o falsas; si son verdaderas aportando un razonamiento, si son
falsas indicando un contraejemplo.

1
1) a) Sean A={aeR: |a—§| <2}y B={beR:|b+1| <1}
5
Entonces A\ B = [0, Z_l)
b) Sea A un conjunto no vacio y sea f C A x A una funcion.

Entonces f mno puede ser una relaciéon simétrica.
2) a)  Enel conjunto A ={1,2,3,4}, la relacion binaria

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(3,4),(4,3)}

es una relacion de orden.
b)  El conjunto QN (0,1) no es numerable.
3) a) Toda sucesion contractiva estd acotada superiormente.
b)  Toda sucesion acotada superiormente contiene una subsucesion
convergente.
4) Sea {an},y la sucesion de niimeros reales definida por

CL1:3

1
an+1:3+_ \V/nZ]_
G
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Verificar que
a) Yyn>1, 3<a,<4
b) {an},cy es contractiva.

i . . 3+v13
¢) lim a, existe y es igual a —

n—oo

In(3%")
In(27)
Si lo es, hallar su limite. (Utilizar las propiedades del logaritmo.)

5) Determinar si la sucesion {a,}, oy = { } es convergente.
neN
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (manana)) Primer Examen Parcial
Fecha: 27 de Noviembre del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre dos puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-

testadas.
Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

Determinar si las afirmaciones de los primeros tres problemas son
verdaderas o falsas; si son verdaderas aportando un razonamiento, si son
falsas indicando un contraejemplo.

1) a) Sean A, By C tres conjuntos no vacios. SiAC B y ANC =
BN, entonces C C A.
b) Si f:A — B es una funcion inyectivay g : B — C es una
funciéon sobreyectiva, entonces la funciéon compuesta g o f es inyectiva.

2) a) En el conjunto A = {1,2,3,4}, la relacion binaria

R = {(1’ 1)’ (272)7 (373)’ (4’4)7 (37 1)7 (1’3)}

es una relacion de equivalencia.
b) El conjunto A= {4n —1:n € N} es numerable.

3) a) Toda sucesion divergente es tal que todas sus subsucesiones son
divergentes.
b)  Sean {an},cns 10ntney ¥ {cn}neny  tres sucesiones tales que
paratodoneN 0<a, <b, <c,.

- c . b
Si lim Im— =1, entonces lim — = 1.
n—00 an, n—00 (y,

4) Sea {an},cy 1a sucesion de niimeros reales definida por

a; — —15
1
Apt1 :3—§|an| Vn > 1.
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Verificar que {a,}, . es contractiva y hallar su limite.

n nm
5) Determinar si | ion {an},en = 11 2
) eterminar s1 la sucesion {a }nEN { - n 4+ 186n( 2 )}neN *

convergente. Si lo es, hallar su limite.
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Gestion) Sequndo Ezamen Parcial
Fecha: 17 de Enero del 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cuatro problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) (1 punto) ;Pueden existir dos funciones f y g tales que

lim f(z) € R, lim g(x) no existe y lim (f(z)+ g(z)) €R?
2) (1 punto) Halla la derivada de la funcion f(z) = 3%r<t9(@),

3) (4 puntos) Dada la funcion

f(x):{ x? sio <2

mxr+b si x> 2,

estudia la derivabilidad de f en todo R y determina los valores de las
constantes m y b para que f sea derivable en x = 2.

4) (4 puntos) Una esfera de hielo se derrite de forma tal que su superficie
disminuye a una tasa de 1 cm?/min.

i) Escribe una formula que defina la relacion existente entre la funcion
superficie S(t) de la esfera y la funcion longitud r(¢) de su radio para todo
valor del tiempo ¢.

ii) Halla la expresion de la tasa de cambio del radio de la esfera en funcion
de r(t) y de la tasa de cambio de S(¢).

iii) Halla la tasa de cambio del radio cuando r(t) = 5cm.



85

Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (manana)) Segqundo Ezamen Parcial
Fecha: 17 de Enero del 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cuatro problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) (1 punto) Sea I un intervalo abierto y sea f:I — R una funcion

derivable en I y tal que %(:c) < 1 para todo z € I. Verifica que f no puede
tener mas que un punto fijo en I.

(x €1 esun punto fijode f si f(z) =1).
2) (1 punto) Sea f(z) = [3 arctg(x)]* . Halla %(m).

3) (4 puntos) Dada la funcion

2> +a si z <0
) sen(%F) si O0<x<1
flo) = In(z) si 1<z<e
2 si x> e,

estudia la continuidad de f en todo R y determina los valores de la
constante a para que f sea continua en x = 0.

4) (4 puntos) Una escalera de longitud 100 cm esté apoyada a una pared
vertical.

Se asume que su extremidad inferior se desliza en direccién opuesta a la
pared a una velocidad de 25 cm/s.

i) Encuentra una férmula que defina la relacion existente entre la funcion
posicion z(t) de la extremidad inferior y el valor del angulo 6(¢) formado
por la escalera y la pared para todo valor del tiempo t.
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ii) Halla la expresion de la tasa de cambio de 6(t) en funcion de la tasa
de cambio de z(t) y de la funcion 6(¢).
iii) Halla la tasa de cambio de 6(t) cuando xz(t) = 60cm.
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Universidad .
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
Informatica de Sistemas y de Gestion Examen A

Fecha: 7 de Febrero de 2001 Tiempo: 2 horas y media
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

1) a) (6 puntos) Sea f : N — R una funcion tal que [f(n)] < 1
para todo n € N.

Se define la sucesion {a, fnen

CL1:1

n

Demostrar por induccion que |a,| < 1 V n € N y concluir que
2
|an| S -
n
y que lim a, = 0.
n—oo

b) (6 puntos) Dada la funcion
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(
_gsenta) iz <0
L T
acos(z) + b si 0<x< B
fz) = 2
cos(z — =)+ (2?2 — —) — 1
2 4 si x> T
™ 27
L (z — 5)

elegir las constantes a y b para que f sea continua en todos los
puntos de R.
2) (8 puntos) Determina las asintotas, los extremos relativos y los interva-
los de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(z) = 64z° — 2z
en (—o00,00) y representa graficamente dicha funcion.

3) (10 puntos) Calcula el polinomio de Taylor Ps(x;0) de orden 3 de la
funcion f(x) = x cos(2x) en un entorno del punto zy = 0.

4) (10 puntos) Una persona se encuentra a 30 metros de un punto P de
una via de tren.

Un tren se acerca por dicha via a una velocidad de 90 Km/h.

.Con qué razén decrece la distancia entre el tren y la persona cuando se
encuentran a 50 metros de distancia?

5) Calcula los siguientes limites:

 [Ftg(t) dt
a) (5 puntos) :155% Teen(zn)

. In(cos(21))
b) (5 puntos) i o)

6) Calcula las siguientes integrales

[ ——— du.
Ve
b)(5 puntos) f14a: 5% dux.

a)(5 puntos)
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion FExamen B
Fecha: 7 de Febrero de 2001 Tiempo: 2 horas y media
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

1) a) (6 puntos) Sea f:N — R una funcién tal que |f(n)| < = para
todo n € N.

Se define la sucesion {ay, }nen

N | —

CL1:1
_ 2
an:an1+ () Vn>2.

n

Demostrar por inducciéon que |a,| < 1 V n € N y concluir que
2

la,| < — y que lima, =0.
n n—oo

b) (6 puntos) Dada la funcion

-1
—3M si <0
x
asen(z)+b si 0<z<—
flz) = T
sen(x—a) . -
S1 x> —,
) 2
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elegir las constantes a y b para que f sea continua en todos los
puntos de R.
2) (8 puntos) Determina las asintotas, los extremos relativos y los inter-
valos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(z) = 22° -3z
en (—o0,00) y representa graficamente dicha funcion.

3) (10 puntos) Calcula el polinomio de Taylor Ps(x;0) de orden 3 de la
funcion
f(@) = (z+ 1™

en un entorno del punto zy = 0.

4) (10 puntos) Una persona se encuentra a 30 metros de un punto P de
una via de tren.
Un tren se acerca por dicha via a una velocidad de 90 Km/h.
., Con qué razén decrece la distancia entre el tren y la persona cuando se
encuentran a 50 metros de distancia?
5) Calcula los siguientes limites:
a) (5 puntos)
, fosen(m) sen(t) dt
lim .
z—0 sen(x)

b) (5 puntos)
lim tgl@) — e .
=0 r — sen(x)

6) Calcula las siguientes integrales:

a)(5 puntos) 1l ° _ dr

e?r +1
b)(5 puntos) f14 In(y/x) d.
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion Exzamen Final de Septiembre
Fecha: 6 de Septiembre, 2001 Tiempo: 2h y 30 min
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estda compuesto por 7 problemas y se valorard sobre 100 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Los primeros cuatro problemas son obligatorios y tenéis que
elegir de forma clara s6lo dos de los altimos tres problemas.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Podéis consultar apuntes, pero no esta permitido el uso
de calculadoras. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es
preciso copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de
examen que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 50 puntos
supondrd una calificacion de suspenso en la asignatura.

1) (12 puntos: 2 puntos para cada apartado) Contesta VERDADERO
o FALSO .
En este problema no hace falta justificar tus respuestas.
a) Si z es un nimero real, entonces |z — 3| > 1 < z € (2,4).
b) La funcién  f(z) = a® es inyectivaen [—3,—3] U0, 5).
c¢) En el conjunto A = {a, b, c,d}, sea R la relacion definida por

R ={(a,a), (b,b),(c,c), (d,d), (a,d), (d,a),(a,c), (c,d)}.
Entonces R es una relacién de equivalencia.
d) Sea {z,}ney una sucesion de nameros reales. Si  limz, = 1

n—oo

entonces existe N € N tal que para todon > N se cumple x, > %

e) Si z es racional, ™ + x es irracional.

f) Sea A el dominio de una funcion real f. Si existe una sucesion
{Zn}nen € A convergente a g € A tal que f(z,) converge a f(x(), entonces
f es continua en g

2) (14 puntos) Sean P(z,0) =2x —2 y Qo(x,0) = 2* — 3z + 1 los
polinomios de Taylor de orden 2 de dos funciones f y g, respectivamente,
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en un entorno del punto 0.
Halla el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcion fg en un entorno
de 0.

3) (20 puntos) Determina el dominio, las asintotas, los limites, los extre-
mos relativos y los intervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la
funcion  f(z) =| 2 — 4z | y representa f(z) graficamente utilizando la
informacion hallada.

4) Calcula las siguientes integrales
a) (8 puntos) [ sen(v/3r) dx b) (8 puntos) [ (x_f‘—x dx

)(z—2)
¢) (8 puntos) fo (22 + 1)3‘”d:ﬁ.

Elige s6lo dos de los siguientes problemas:

5) (15 puntos) A las cuatro de la tarde un coche pasa, a una velocidad de
70 Km/h, por el punto kilométrico 400 de la autopista A-7, donde la velocidad
méaxima permitida es 120 Km/h. Diez minutos después pasa, circulando
a una velocidad de 80 Km/h, por el punto kilométrico 425 de la citada
autopista. Le para la policia y le pone una multa por exceso de velocidad.
. Tenia razon la policia? (Sugerencia:utiliza el teorema del valor medio).

6) (15 puntos) Se define la sucesion

a; = 1

ap—1+Mn

i T sy
n

a) Verificar por induccion que Vn > 1, a,| <1,

b) utilizar el apartado a) para demostrar que |a,| < 2 VneN

c¢) utilizar el apartado b) para demostrar que lim a, = 0.

7)
a) (10 puntos) Dada la funcion:
?+a si € (—00,0)
B sen (%) si xel0,1)
flo) = In(e) si zelle ’

1
z si z € (e,00)
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estudia su continuidad en los puntos t =1 y x = e y determina a para
que sea continua en x = 0.

b) (5 puntos) Calcula el siguiente limite

3

[ etdt.
im 2
z—0 sen(x)
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas (tarde)) Ezxamen Parcial
Fecha: 18 de diciembre del 2001 Tiempo: 1 h y 30 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre tres puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.
Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) a) Sean A={zeR:|[z-3|<1} y B={zecR:|z—1|+|z+3| >
2}. Determina AN By B\A.
b) En el conjunto A = {1,2,3}, determina si la relacién binaria

R={(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,1), (1,3)}

es una relacion de equivalencia.
. . . o n nmw
2) Determina si la sucesion  {a}, oy = {2 + ;47 cos(%5 ) buen s con-
vergente. (Sugerencia: escribe los primeros términos de la sucesion).

3) Sea {ay,},cy la sucesion de nimeros reales definida por

ap = —3
1
An1 :2—Z\an| Vn > 1.

Verifica que {a,},cy es contractiva y halla su limite.

4) Calcula, si existen, los siguientes limites

a) lm—
z—092 —+ el/x
b) lir%%sen(f($)), donde f(x) es una funcion cualquiera definida en
un entorno de 0.

5) Estudia la continuidad de la funcion



sen(3z)

” si z<0
fle)=<¢ 22 =22 +3 si 0<z<1
611_1 si xz>1

y determina si la ecuacién f(z) =0 tiene soluciéon en [—7, 7].

97
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Universidad .
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezxamen Final A

(Evaluacion continua)

Fecha: 7 de Febrero del 2002 Tiempo: 3 horas
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estda compuesto por 5 problemas y se valorard sobre 65 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) a) (7 puntos) Encuentra un valor de p y otro de ¢ para que la sucesion
definida como

a; = 1
any1 =pa,+q Yn2>1
sea contractiva. En tal caso calcula el limite.
b) (6 puntos) Si p = 1, encuentra el término general de {a,}, ., ¥

halla los valores de g para que sea convergente. (Sugerencia: Determinar los
primeros términos de la sucesion).

2) (13 puntos) Calcula los maximos y minimos absolutos de f(z) =

223 + 523 en el intervalo [—2,1].

3) a) (7 puntos) Halla el polinomio de Taylor de orden 3 de f(z) =
(1+€%)2.



b) (6 puntos) Demuestra que (1 + e”)* > 4(1 + z) Vz > 0.

4) a) (7 puntos) Para que valores de a,b € R la funcion
1 T 42 .
fa) = N N s?mgo,
ar +b siz > 0.

es continua, y para que valores es derivable, en el punto 0.

b) (6 puntos) Halla el limite

x 2
. 2z [y et dt
lim —————
T—00 et

utilizando la Regla de L’Hopital.

5) (13 puntos) Para que valores de a la funcion

f—ml(t—l)z—tl‘rl)dt Sl—%<l’§0,

fle) = {afzrz Visin(v/t)dt si x> 0.

es continua en el punto 0.

99
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Universidad .
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen Final A

(Evaluacion no continua)

Fecha: 7 de Febrero del 2002 Tiempo: 3 horas y media
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por siete problemas y se valorard sobre 100
puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Los primeros cinco problemas son obligatorios y tenéis que elegir
de forma clara SOl0 UNO de los tltimos dos problemas.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 50 puntos su-
pondrd una calificacion de suspenso en la asignatura.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) a) (7 puntos) Dadas las graficas de las relaciones f, gy h en las
figura 6 determina

i) cual(es) de las tres figuras es la grafica de una funcion,

ii) cual(es) de las tres figuras es la grafica de una funcién inyectiva,

iii) jen que puntos las funciones del apartado i) no son derivables?

b) (7 puntos) Sean A={z € R:2?>2} y B={z € R": |in(ax)| >
2}. Determina el valor de la constante a > 0 tal que B\A = (0, 13).

2) (15 puntos) Sea {a,}, oy la sucesion definida por

a, = (3 — %)sen(n).

a) Determina si {a,},y esta acotada.
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-1 1 X 2 3

Figura 6.1: f, gy h,

b) Estudia la convergencia de {an}, oy -

c) i Es cierto que {a,}, .y continene una subsucesion monétona conver-
gente?

3) (16 puntos) Estudia la continuidad y derivabilidad en R de la funcion

T cos(2t)d .

1 si =0.

4) (20 puntos) Determina las asintotas, los extremos relativos y los in-
tervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(x) =
|23(x —4)] =1 en (—o0,00) y representa graficamente dicha funcion.

Prueba que la ecuacion f(z) = 0 tiene una tnica solucion en el intervalo
(0,1).

5) (20 puntos) Calcula las siguientes integrales:

2
—24
a) /de,

xt — b2+ 4
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b) /01 @daﬁ.

Elige s6lo uno de los siguientes problemas:
6) (15 puntos) Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor del
origen para la funcion

7) (15 puntos) Sean f(z) = fow et dt vy g(x) = %

Verifica que lim f(z) = lim g(z) = oo y calcula lim %
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas y de Gestion)  Ezamen de septiembre
Fecha: 6 de septiembre de 2002 Tiempo: 9:00 a 13:00
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no contes-
tadas.

Podéis consultar apuntes y libros, pero no estd permitido el uso de calcu-
ladoras.

1) (1 punto) Sean a,b € R. Estudia si la funcion f(z) = 2° + az® + b,
x € R, posee, al menos, una raiz real (es decir, si existe algin o € R con

f(xo) = 0).

2) (2 puntos) Halla el valor de
> r+3
dr.
/2 P rr—1

3) (1 punto) Estudia si el conjunto

1
A=<6+ n €N
{ vn+95 " }

tiene supremo, infimo, maximo y minimo.

4) (1.5 puntos) {Cudl es el area méas grande que puede tener un triangulo
rectangulo cuya hipotenusa tenga 5 cm de largo?

5) (1 punto) Estudia
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6) (0.5 puntos) Estamos interesados en resolver la integral indefinida

/ sec?(z) tan(z) d.

La sustitucion u = tan(z) da por resultado

2
/secQ( ) tan(x / = = tan2(x) +C.

La sustitucion v = sec(z) da por resultado

fooramtoyte = ot 0=

. Pueden ambos resultados ser correctos?

[\]

7) (2 puntos) Dada la funcion

a) estudia la derivabilidad de y(z),

b) determina las asintotas, los extremos relativos y los intervalos de mono-
tonia, convexidad y concavidad de la funcion y(z) y representa graficamente
dicha funcion.

8) (1 punto) Se dice que el orden de contacto de dos funciones f(x) y
g(x) en un punto g es igual a n € NU {0} si se verifica que

f(fo) = g(ﬁo) y f(k)(xo) = g(k)(xo) Vk=1,...,n
Dadas las funciones
2224z
flx) = / sen(t) dt y g(r) = ax® +bx +c,
0

halla a,b,c € R para que las funciones f(z)y g(z) tengan en zo = 0 orden
de contacto maximo.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 1

1999-2000

1) Demostrar la siguiente

Proposicion Sea f : A — B una funcién inyectiva y sean C' 'y D dos
subconjuntos no vacios de A. Entonces f(C N D)= f(C)N f(D). Encontrar
un ejemplo de una funcién f no inyectiva y dos conjuntos C'y D tales que

flenb)# f(C)n f(D).

Demostracion En el caso CND =0, f(CND)=0.Siye f(C)N
f(D), 3e € Cy Ad € D tales que y = f(c) = f(d). Ya que f es inyectiva, se
sigue que ¢ = d € C'N D. Se obtiene una contradiccion, ya que C'ND = ().

Sea C'N D # (). Tenemos que verificar que

1) f(CnD) < f(C)Nf(D)
2) (€N D)2 f(C)N f(D)

1)Siy € f(CND), 3z € CND tal que y = f(x). Ahora, x € C =y € f(C)
yx €D = ye€ f(D). Sesigue que y € f(C)N f(D).
2)Siye f(C)N f(D), e € Cy Id € D tales que y = f(c) = f(d). Ya que
f es inyectiva, se sigue que c=d € CNDyquey € f(CND,).

Ejemplo Sea f : R — R la funcién f(z) = 2* y sean C = (—o0,1), D
(~1.50). Entonces f(C 1 D) = f((—L.1)) = [0.1] ¥ /(C) A f(D) = [0, 00) 1
[0,00) = [0, 00).

2) Demostrar que si a,b € R, entonces
a) — (a F0)=(-a)+ (=b)  b)(~a)(~b) = ab
) —(L)sia#0 d)—(%):(la)sib%o

Se an a b € R. Entonces,

o

a) —(a+b)=(-1)(a+0b) =
=(—Da+ (-1)b=
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3) Si ¢ > 1, demostrar que ¢” > ¢ para todo n € N. Utilizar la desigualdad
de Bernoulli: (1+2z)">1=nz (siz+1>0)conc=1+uz.

Ya que ¢ > 1, ¢ = 1+x donde = > 0. Entonces, utilizando la desigualdad
de Bernoulli,

Vn > 1, "A=1+x)">14+nx>1+z=c

4)

a) Sean Ay B dos subconjuntos no vacios acotados de Ry sea A+ B =
{a+b:a€ Ay be B} Demostrar que sup(A + B) = sup(A) + sup(B) y
que inf(A+ B) =inf(A) +inf(B).

Para demostrar que sup(A + B) = sup(A) + sup(B), tenemos que verificar
que

1) sup(A) + sup(B) es una cota superior de A+ By que
2) x < sup(A) +sup(B) =3Ja+be A+ B tal que z < a+b.

1): yaqueVaéeA a<sup(A)yVbe B, b< sup(B), se sigue que
Va+be A+ B, a+b < sup(A) + sup(B).

2) : o < sup(A) + sup(B) = z — sup(A) < sup(B), entonces 3 b € B tal
que = — sup(A) < b. Ahora, * —b < sup(A) y Ja € A tal que =z —b < a.
Se sigue que 3a+be€ A+ B tal que = < a+ 0.
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Para demostrar que inf(A + B) = inf(A) + inf(B), tenemos que verificar
que

1) inf(A) +inf(B) es una cota inferior de A+ By que
2)z>inf(A)+inf(B)=3da+be A+ B tal que z > a +b.

1) : yaqueVaeA a>inf(A) yVbe B, b>inf(B), se sigue que
Va+be A+ B, a+b>inf(A)+inf(B).

2): x> inf(A) +inf(B) = = —inf(A) > inf(B), entonces 3 b € B tal
que = —inf(A) >b. Ahora, v —b > inf(A)y Ja € Atal que =z —0b> a.
Se sigue que da+be A+ B tal que x> a+b.

b) Sean u > 0 y x,y nameros reales tales que = < y, demostrar que
existe un namero racional r tal que x < ru < y. Se sigue que el conjunto
{ru:u € Q} es denso en R.

Sean u > 0 y x,y niimeros reales tales que z < y. Entonces £ < £. Por el
teorema de densidad de Q en R, 3 r € Q tal que £ < r < £. Se sigue que
r<ru<y.

5)

a) Demostrar que si S es finito y s* es un elemento que no esta en S,
entonces S U {s*} es finito.
Si S es finito, existe una funcion f biyectiva de N,, = {1,2,--- ,n} a S, para
cierto n € N. Sea ¢ la funcion de N, 11 a SU{s*} definida por g(j) = f(j) si
j €N, yg(n+1) = s*. Entonces g es sobreyectiva, ya que s* = g(n+1)y f es
sobreyectiva. g es también inyectiva, ya que g(j) = g(i) = s* = j=i=n+1
v 90) = 9(i) € S = [() = f(i) = § = i (f es inyectiva)

b) Dar un ejemplo de una coleccion numerable de conjuntos finitos cuya
uniéon no sea finita.

Para todo n € N, sea A,, = {n,n + 1}. Entonces, |J,.yA4n CNyVj e
N = j € A;. Se sigue que N = |, o An.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 2

1999-2000

1) i) Usar la definicion de limite de una sucesion para establecer los

siguientes limites:
3ntl _ 3

a) limy, oe 555 = 3
Sea ¢ > 0. Para todo n € N,

‘371—1—1__’ | —13 = 13 e <:>1—3—§<n
2n +5 22n+5) " 2(2n+5) 4e 2
Por la propiedad de Arquimedes Ve > 0,3n(e) tal que =2 < n(e). Se sigue
que ¥n > n(e), | 324 — 2 |<e.
. n2_
b) lim, oo 5775 = %

Sea € > 0. Para todo n € N,

|n2—1 Ly =5 5 .5 3 .
- == = e ———<n
2n2+3 2 dn?+6 " 4n’+6 de 2
Por la propiedad de Arquimedes, Ve > 0,3n(e) tal que & — 3 < n(e )%. Se

sigue que Vn > n(e), | 2752113 - % [<e

ii) Demostrar que:

a) lim,, n—‘fl =0

Sea € > (0. Para todo n € N,

NG

n+1 -

Por la propiedad de Arquimedes Ve > 0,3n(e) tal que 5 < n(e). Se sigue

que‘v’nzn(e),}2<ny| - <e

(=" _
1 =0

n+1 |<
b) lim,, e
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Sea ¢ > 0. Para todo n € N,

(—1)”n| n__n 1< <:>1<
= _— = — 6 - n
n?2+1 n2+1 " n2 n €

Por la propiedad de Arquimedes Ve > 0,3n(e) tal que % < n(e). Se sigue que
Vn > n(e), <ny| S < i<

n2+l

2) i) Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

)
a) lim, oo (24 2)2  b) lim, oo &
)1

vn—1 ; n+l
im,, oo N d) lim,, o~

C

a)Ya que la sucesion {2+ 2} converge a 2 +0 = 2,

b)

1" 1

lim |—< ) |= lim —— =
Entonces lim,,_, (;i)zn =0

¢)Ya que
lim,, o0 \/iﬁ = ,/hmn_)Oo = 0, se sigue que
. V-1 _ 1. v
hmn_wo W = llmn_,oo ﬁ =1= 1

d) lim, o % = lim, o \/iﬁqt lim,, o0 ﬁ =040 = 0, ya que se puede
aplicar el teorema del sandwich a la sucesion {#ﬁ} :

Vn > 1.

n\/_\/_

ii) Sea y, = vVn+ 1 — y/n,¥n € N. Demostrar que las sucesiones
{yn} v {V/nyn} convergen.

. n+l-n __ 1 1
eVneN, 0<+vn+ _\/__\/m+\/ﬁ_\/m+\/ﬁ<\/_ﬁ
Por el teorema del sandwich, lim,, .., vn+ 1 —+/n = 0.

e lim, .o, vn(vn+1—+/n)=1lim, \/_(\/%:\1/5) =
1

= limyoe Vi Gopings) = limn—oo i 2
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3) i) Sea A un subconjunto infinito de R que tiene una cota superior
y sea u = sup(A). Demostrar que existe una sucesion creciente {a,}, con
a, € AVn € N, tal que lim,, o, a, = u.

Sea u = sup(A) (u existe, ya que A esta acotado superiormente).

Siu € A, entonces la sucesion {u} estd en A, es creciente y lim,, .o, u = u.

Siu ¢ A, entonces Ja; € A tal que u—1 < a; < u. Sea by = maz{a;,u—
%} Ya que b; < u, existe as tal que by < as < u. Se sigue que as > a; y que
U > ag > U — % Similarmente, existe az tal que az > as y u > a3 > u — %
Se puede entonces definir una sucesion creciente {a,} tal que Vn € N, u >
p > U — % Por el teorema del sandwich, lim,, ., a,, = u.

ii) Establecer la convergencia o divergencia de la sucesion {y,}, donde
VneN, yn =3 p i

Vn € N, y, = Zzzlﬁk. Entonces, Vn € N, y,41 = ZZI}T}M =y, +
m Y {yn} es creciente. Ademds, Vn € N, y, < 25 < 1 (y, es
una suma de n términos menores o iguales a ——). Ya que ¥, es creciente y

n+1
acotada, y, es también convergente.

4) Sean {x,} v {yn} sucesiones dadas y sea {z,} la sucesion definida por:
{zan-1} = {xn} y {220} = {yn}. Demostrar que {z,} es convergente si y solo
si {z,} v {yn} son convergentes y lim, . {x,} = lim, o {yn}

Por definicion, {x,} = {z2n-1} v {yn} = {220}

“=:"7 81 {z,} es convergente y lim, .., z, = L, entonces las dos subsuce-
siones {z,} v {yn} son convergentes y lim, .o, {z,} = lim, .o {yn} = L.

“«:" sean las dos subsucesiones {z,,} v {y,} convergentes y sea

L =1lim, o {z,} = lim, o {yn}. Se sigue que

Ve > 0, dn(e) € Ny Im(e) € N, tales que Vn > n(e), |z, — L |[< ey
vn > m(e), |y, — L |< e Ahora, z, = yn sinespary z, = Tngs sinoes
impar. Entonces,

Vn > N(e) = maz{2n(e) — 1,2m(e)}, | z, — L |<e.

5) i) Demostrar directamente a partir de la definicién que las siguientes
no son sucesiones de Cauchy.

e a) Sea {z,} = {(—1)"}. Entonces,Vn,m € N,
| — a0 | 0 si m y n tienen misma paridad
me T 2 si m y n tienen paridad opuesta
Se sigue que, si e = 1, Vk € N, In,m > k tales que | z,, — z,, |> 2 > €,
es decir, {z,} no es de Cauchy.
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e b) Sea {z,} = {n+ ! } y consideremos la subsucesion {xq,} =
{2n + 51
Vn € N ‘ Top+2 — Lop |—| Nn+24 ——

—on— L =2 > 1.

2n+2 2n(n+1)
Se sigue que, si € = 3, Vk € N, In > k tal que | Zoppo — 2, [> 1 > ¢,
es decir, {xs,} no es de Cauchy y no puede ser convergente. Entonces,
{z,} es divergente (contiene una subsucesion divergente) y no puede

ser de Cauchy.

ii) Si 7 >0
Tpt1 = 2+1$n Vn > 1
contractiva. Encontrar el limite.
Yaquexn>()VnZ1,xn+2>2‘v’n>1y

, demostrar que {x,} es una sucesion

_ 1 _ 1 1
| o — o = o —ms Fl = @ | @y 6

Ty — Tp_1 | -
Entonces {z,} es contractiva con constante & 1 Y converge. Sea lim,, .o
rn = L. Yaquez, = QJF%, 2+L, es decir, L2+2L 1 = 0. Las raices de
n

esta ecuacion cuadratica son —1 /2. Entonces L es igual a la raiz positiva,

L=—-1++2

6) i) Dar ejemplos de sucesiones {z,} vy {y,} propiamente divergentes
a) {{*} es convergente,

b) {{=} es propiamente divergente.
a){za} ={n}y{y} ={n}  b){z.}={n*}y {y.} ={n}
ii) Establecer la divergencia propia de las siguientes sucesiones.

a) {vn}, b){vn+1}, ofvn—-1} {7}

e a) Por la propiedad de Arquimedes, VC' € R, dn(C) € N tal que
n(C) > C?. Entonces, Vn > n(C), /n > /n(C) >VC?2=|C |>Cy

{\/n} es propiamente divergente.

e b) Vn € N,vn+1 > \/n. Por la parte a), {v/n+ 1} es propiamente

divergente.

con y, # 0 para todo n € N tales que

e ¢) El comportamiento asintotico de {v/n — 1} es igual a lo de {\/n},

entonces es propiamente divergente. También, lim,, . Vf;%l = lim,,_

\J1— % = 1> 0. Ya que, por la parte a), {y/n} es propiamente diver-
gente, se sigue que {v/n — 1} es propiamente divergente.



115

e d) Sean {z,} = {5} v {vn} = {Vn+1}. Entonces, Vn > 1, z,, >
0,9, >0y lim, = lim,, .o 525 =1 > 0. Ya que, por la parte b),

{v/n + 1} es propiamente divergente, se sigue que {z,} es propiamente
divergente.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 3

1999-2000

1) Sea f: R — R, sea J un intervalo cerrado, y sea ¢ € J. Si f; es la
restriccion de f a J, demostrar que si f tiene limite en ¢, entonces fo tiene
limite en c. Demostrar que no se deduce que si f5 tiene limite en ¢, entonces
f tiene limite en c.

Si  f:R — R tiene limite en ¢ (¢ es un punto de acumulacion de R),
entonces Ve > 0 3d(¢) > 0 tal que (v € Vso)(c) N # ¢) = f(x) € V(L).

Pero f5 es la restriccion de f a un intervalo cerrado J. Entonces ¢ € J
también es un punto de acumulacién de J ya que es un intervalo cerrado.
Ademas, Viy(c) NJ C Vjlc) y por tanto (z € Vie)(c) N J Ax # ¢) =
fa(z) = f(x) € V.(L). Es decir, fo tiene limite en c.

No se deduce que si f5 tiene limite en ¢, entonces f tiene limite en c. Para
ello damos un contraejemplo.

lsiz <O

Sea J =0,2] y f(a:)—{ Osiz>0 "

f2 tiene limite en 0 pero f no tiene limite en 0.

2) i) Sea I un intervalo, sea f : I — R e sea ¢ € I. Supongase que
existen dos nimeros K y L tales que |f(z) — L| < K|z — ¢| para x € I.
Demostrar que lim,_. f(z) = L.

Si f:I — Ry I esun intervalo, todo ¢ € I es un punto de acumulacion
de Iy Ye >0 el nimero () = 5 > 0 es tal que

0<|z—cl<de), vrel=|f(z) - L <Klr—c|]<K- £ =c¢

Es decir que el limite de f en c es L.

ii) Usar ambas descripciones del limite, la € — § y la de sucesiones, para
establecer las siguientes proposiciones.
: 1
a) llmz_>1 ﬁ =3 (l’ > 0),

b) limg &5 = 0. (z # 0).
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1 1
a) definicion € — 0 : | — 3| = \29”1”) | = ‘2(14—3:)‘ = lZH') <kdy

que z + 1 > 1, siendo x > 0. Luego basta tomar §(g) = 2 - e.
por sucesiones: sea (z,) una sucesion cualquiera que converga a 1 con
T, #1Vn > 1, entonces

T lim T 1
l- n — 1- n — n—oo n i
e f(@n) b 1+, 1+ 1lim, .oz, 2

b) definicion € — 4 : |ﬁ — 0] = |z|. Luego basta tomar d(¢) = €y
|xr — 0| < d(¢) para obtener |z| < €.
por sucesiones: sea (z,) una sucesion cualquiera que converga a 0 con
xn, # 0 Vn > 1, entonces
2 2
lim f(z,) = lim —% Tn— lim [l = lim |z, =0

3) Sea ACR,sea f: ] — Ryseacé&R un punto de acumulacion de
A. Ademas, supongase que f(x) >0 para todo x € A, y sea /f la funciéon

definida para = € R por /f(x) = \/f(x). Si existe lim, .. f(z), demostrar
que lim,_,. \/f = \/hm:,;_>C f x).
Sea

L=1limf(z) >0

entonces Ve > 0 3d(e) > 0 tal que (0 < [z —¢|] <6 N 2z € A) =
[f(z) = L] <

Hay dos casos:

1) si L = 0, entonces |\/f(z) — VL] = /f(z)y Ve > 0 35(e) > 0
tal que (0 < |z — ¢ <(5() AN €A = |f(x)—L| = f(z) < €. Se
s1guequeVe>OE|6 >0ta1que (O<|a:—c|<5()/\ r €A =
VF(@) = VL] = [/f@)|=VFf

2) si L > 0, entonces ]\/ z) — VL = |(Vf(w):/%+v\fff)+ﬁ)\ =

foprvr < O vaque /f(@) 2 0.
Luego Ve > 0 30(e) > 0 tal que (0 < |z —¢| <d AN =z € A) =

f(x) = L| < e VL = |\/f(x) = VL| <e.

4) Determinar los siguientes limites y senalar los teoremas que se usan
en cada caso.
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) 20 + 1 . -4
. (z+1)2-1 VT -1
c)glclir(l)T (x > 0), d)i:rri T (x > 0).

a) Como x > 0 entonces se tiene 2;*31 > (0 y podemos utilizar el ejercicio
anterior para deducir

. 20 +1 . 2x+1 441
lim = lim = I
=2\ x+3 z—2 T+ 3 243

b)
2_ 4 9. (z — 2
lim £ PN e e B ) R
r—2 .1'—2 r—2 x—2 r—2
c)
12 -1 2414201 249 2
lim &+ i AT i A i TS
x—0 €T x—0 x x—0 €x r—0 1
d)
1 1 1 1 1
hn%ﬁ : :hm(ﬁ )(Vr+1) x
z—1 1 —

e DVErD e e-DE+D A VEl

5) Evaluar los siguientes limites o demostrar que no existen

2
@)lim —— (z£1) b);ggfjg (z > 0),
vo+1

ya que Yoo € R ja > 0, si §(«)

0<xz—1<d(a), tenemos que

T T 1
F@) =35> 5> 5w = @

é > (,se sigue que para toda x € R con

N —
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) T
lim = —00
r—1— T — 1

yva que Vo € Ry av < —1, 81 §(a) = }a > 0, se sigue que tal que para toda = €
Rcon —d(a) =1 <x—1<0, tenemos que f(z) = -4 < = < = =«

z—1 > —§(a) —&(a)
Por tanto no existe
T

lim
z—1x —1
ya que los limites por la derecha y por la izquierda son diferentes.
Nota: se puede también verificar que las dos sucesiones (z,) = (1 + %) y
(yn) = (1 — %) tienen limite igual a 1,

pero lim,, .o f(z,) =00 y lim, o0 f(yn) = —00.

b)
. T+2 : (x4 2)2 . 22 +4r+4
lim = lim ~—Z2 = lim I —
T—00 \/E T—00 €T T—00 €T

4 4
lim \/x+4+— = \/lim(:p+4+—) = 00
T—00 T T—00 X
Ya que para cualquier o € R;si K > max{0,« — 4} se sigue que Yz > K,

r+4+ % >x+4> K+ 4 > «a,y se puede aplicar el problema 3 de esta
hoja para raices cuadradas.

c)

ya que
, 1 1
lim /—+— =0
e A

por el problema 3 de esta hoja para raices cuadradas ya que tenemos x > 0.
d)
T —x S =7 —1
lim Ve = lim Y2 & — =

donde hemos aplicado de nuevo el problema 3 de esta hoja para raices cua-
dradas ya que tenemos x > 0
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6) Supongase que lim, .. f(z) = L, donde L > 0,y que lim,_. g(z) = co.
Demostrar que lim,_. f(z) g(z) = 0o. Si L > 0, demostrar por un ejemplo
que esta conclusion no se puede cumplir.

Sea ¢ € A =dom(f) =dom(g) CRysean lim, .. f(z)=L>0y
lim, .. g(z) = co.

Ya que lim, .. f(z) =L >0y % > 0, existe 51(§) > 0 tal que para
toda z € A, 0<|z—cl <0(%) = |f(x) = L| <% (en particular,
flz)>L-%=1%4)

Sea ahora a € R ,a > 0.

Ya que lim, ..g(z) =00 y %a > 0, existe 52(%‘“) > 0 tal que para
toda z € A,

0< |z —c] <8(%) = g(z) > 2.

Entonces Vo € R > 0,  f(z)glz) > £2* = a si v € A y
0 < |z —c| < 0(e) = min{61(£),85(22)}, es decir lim,_. f(z)g(z) = occ.

Si f(z) ==, g(z) =1 en (0,00) = A, se sigue que lim,_, f(z) = 0,
lim, o g(x) =00 pero

lim, .o f(z)g(x) =lim, o1 =1# oo.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 4

1999-2000

1) i) Sea k > 0y sea que f : R — R cumpla con la condicion |f(z) —
f(w)| < k|z — y| para toda z,y € R. Demostrar que f es continua en todo
punto ¢ de R.

Solucion: Sea ¢ € R, ¢ es un punto de acumulacion de R. Si e > 0, se
tiene que:

|f(z) — f(c)| < klx — ¢| < € siempre que |z — ¢| < d(¢) =

Se sigue por tanto que f es continua en todo R.

ii) Sea g : R — R definida por

B 2x si xeQ
g(x)_{x—i-?) sizeR—-Q

£
P

Encontrar todos los puntos en los que g es continua.

Solucion:
B 2x si zeQ
g($)—{x+3 sizeR—-Q

Sea ¢ € R, c es un punto de acumulacion de R. Sean (z,,),en una sucesion
de racionales que converge a ¢ e (¥,)nen una sucesion de irracionales que
converge a c. Estas dos sucesiones existen por el teorema de densidad de Q
y R — Q en R. Entonces

lim g¢(z,) = lim 2z, =2c

n—~oo n—oo

lim ¢(y,) = lim y,+3=c+3

Se tiene que 2¢ # ¢+ 3 si ¢ # 3. Por tanto g es discontinua para todo ¢ # 3,
por el criterio de divergencia basado en sucesiones.
Si ¢ =3y (z,) es una sucesion cualesquiera de niimeros reales tal que
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lim,, ., =, = 3, se sigue que

!g(ﬂﬁn)—g(?))\:{ le—3| | siz, €ER—Q

Tenemos por tanto que |g(z) — g(3)| < 2|z — 3| Vo € R. Por el problema
anterior con K = 2, g es continua en z = 3.

2) i) Determinar los puntos de continuidad de las siguientes funciones e
indicar los teoremas que se usan en cada caso.

@) =T Ry g = et vE (@20,

2+ 1
o) hz) = YT ';i” @V (2 20), A k@) = cos(VITD) (zER).

a) Es el cociente de dos funciones continuas y el denominador nunca vale
0. Entonces es continua en R
b)
9(x) = b +/T) = h(t(/T)) = hotoh (a)

donde h(z) = \/x y t(z) = +2? siendo h y t continuas en (0, 00) y teniendo
Im(h) e Im(t o h) contenidas en (0, 00). Por tanto g es continua en (0, 00).

¢) La funcion /1 + |sin (z)| es continua en R ya que es la composicion
de las funciones continuas en todo R 1+ z, |z|,sin (x), y de la funcion /z
continua en [0, 00] e Im(1+sin (z)) C [0, 00]. h(x) es el cociente de funciones
continuas y el denominador es nulo en x = 0. Por tanto h(z) es continua en
R —{0}.

d) La funcién k(z) es continua en R ya que es la composicion de las
funciones continuas en todo R cosz,1 + 22, y de \/= que es continua en
[0, 00] e Im(1 + 2?) C [0, o0].

ii) Dar un ejemplo de una funcion f : [0,1] — R que sea discontinua en
todos los puntos de [0, 1] pero tal que |f| sea continua en [0, 1].

Ejemplo: f:[0,1] — R

1 si x€Q
f(x>_{—1 sir e R—-Q

Se tiene que [f(x)]=1 VreR
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3) Se dice que una funcion f : R — R es aditivasi f(z+y) = f(z)+ f(y)
para todos z,y € R. Demostrar que si f es continua en algin punto x,
entonces es continua en todos los puntos de R.

Si f es continua en 7y € R, entonces para toda sucesion (z,,) de reales tales
que lim, .. =, = ¢ se tiene lim, .., f(z,) = f(zo). Sea ahora z € Ry
sea (y,) una sucesion cualquiera de reales tales que lim,, .o, ¥, = T, tenemos
que verificar que lim, o f(yn) = f(x). La sucesion x,, = y, — x + x¢ es tal
que limy oo Tn =T — T+ 29 = 20 ¥ liMy_oo [(Yn) = limy—oo fxn + 2 —
o) = limp—oo [f(2n — m0) + f(@)] = = limnoo [f(2n) + f(=20) + f(2)] =
f(zo) — f(xo) + f(z) = f(z), si podemos verificar que Vo € R f(—x) =
—f(x). Ahora, f(0) = f(0+ z) = f(0) + f(x), entonces f(0) = 0. Ademaés
VeeR f(0)=f(z—xz)= f(z)+ f(—=x), por lo tanto f(—x) = f(x).

4) i) Sea I = [a,b] y sean f,g: R — R funciones continuas en I. Demos-
trar que el conjunto E = {z € I : f(z) = g(x)} tiene la propiedad de que si
{z,} C Eylim, o x, = xg, entonces z, € E.

Respuesta: Sea (,)neny C F t.q. lim, .o x, = xo. Ya que a < z, <
b ¥Vn > 1 se sigue que a < xg < b, es decir o € I. Ademas, tenemos que
f(zn) = g(x,) Yn > 1y que, por continuidad de fy g,

fwo) = lim  f(z,) = lim g(x,) = g(o)
n—oo n—oo
Por tanto x¢ € E.

ii) Demostrar que todo polinomio de grado impar con coeficientes reales
tiene al menos una raiz real.

Respuesta: Sea p(x) = >_,_, axz* un polinomio con ay, € R tal que a,, # 0
y n es impar. Tenemos

n—1 n—1
lim }L@:lim (an + ak):an—i—Z(lim i):an—l—O:an
k=0

r—oo M T—00 xn_k T—00 aj‘n_k

lim M: lim (an—i—z T ):an—i—Z( lim :ﬁk):an—i—O:an

z——oc0 "

Entonces
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{—oo si a, >0

lim 2" =-0c0= lim p(z)= o sia <0

T——00 T——00

En ambos casos (a, < 0 6 a, > 0) p(z) toma valores positivos y negati-

vos. Como los polinomios son funciones continuas, por el teorema del valor
intermedio, existe zo € R tal que p(xy) = 0.

iii) Sea f : [0,1] — R continua y tal que f(0) = f(1). Demostrar que
existe un punto c en [0, 1] tal que f(c) = f(c+3). (Considerar g(z) = f(z) —
fle+ %)) Concluir que existen, en cualquier momento, puntos antipodas en
el ecuador terrestre que tienen la misma temperatura.

Respuesta: Sea g(z) = f(z)— f(z+3), Vo € [0,3]. g es continua siendo la
diferencia de las dos funciones continuas f(z) y f(h(z)), donde h(z) = =+ 3.
Ademaés,

Si g(3) = —g(0) = 0 entonces f(0) = f(3) y ¢ =0 cumple f(c) = f(c+ 1).
Si g(0) # 0, g(0) y g(3) tienen signos opuestos y existe ¢ entre 0y 3 tal
que g(c) =0y f(c) = f(c+3).

5) Utilizando el método de localizacion de raices por biseccion del teorema

de la raiz, determina el nimero n de bisecciones necesarias para encontrar
4 zo) — 1

zo € (0, 37) tal que sen(%3) = 5.

Respuesta: Sea f(z) =sin (%) — 1. f es continua en todo R y

1 1 4 Co2m. 1 V31
[ =0-5="5<0 Jlg)=sG)-5="5"5>0
Ahora hacemos una segunda iteracion
2 Com. 1 V31 T oo, 11 1
I =sin(gl=g =75 —5>0 JG)=sn(g)=5=5-5=0

Por tanto el niimero de bisecciones necesarias es n = 2.

6) Un punto fijo de una funcion real f es un ntimero z, en su dominio
tal que f(xg) = xo.
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i) Dibuja un grafo de una funcion continua f : [ 1] — [0,1]. Halla un
punto fijo de f. Respuesta: por ejemplo, f(x) = x*. Sus puntos fijos son
r=0yx=1.

ii) Intenta dibujar el grafo de una funcion continua f : [0,1] — [0, 1] sin
puntos fijos. ;Cudl es el problema?
Respuesta: No se puede, ya que al intentar dibujarla siempre se toca la
diagonal (la recta y = z). Es decir que hay puntos fijos.

iii) Utiliza el teorema del valor intermedio para demostrar que toda fun-
cion continua f : [0,1] — [0, 1] tiene un punto fijo.
Respuesta: Sea h(x) = z— f(x). hes continua en [0, 1]. Si A(0) =0—f(0) <0
y h(1) =1— f(1) > 0, por el teorema del valor intermedio de Bolzano existe
un o tal que h(zg) = 0. Pero entonces se tiene h(xg) = zo — f(xg) = 0 es
decir, o= f(z0). Sih(0) =0—f(0)=0o0sih(l)=1— f(1)=0,006 1 son
puntos fijos de f(x).

7) Sea I =[0,1] ysea f : [0,1] — R definida por f(z) = z si = es racional
v f(zr) =1 — x si z es irracional. Demostrar que f es inyectiva en I y que
f(f(z)) = x para todo z € I. (Por tanto f es su propia funcion inversa.)
Demostrar que f solo es continua en el punto x = %

Primero se tiene que f(Q) CQy f(R—Q) CR—-Q ya que 1 —x no
puede ser racional si x es irracional.

f es inyectiva en I ya que f(x) = f(y) implica que = e y son los dos
racionales o irracionales. Si f(z) = f(y) € Q entonces z = y. Si f(z) =
f(y) € R—Q entonces 1 —x =1 — y, es decir, x = y. Ademas,

B x si zeQ
f(f(x))_{l—f(x):x sizeR—-Q
Por tanto tenemos que f(f(x)) = f(z) en R.
Sea ¢ € R, utilizando el método de la solucion del problema 1), ii), se

. . . 1
verifica que ¢ # 1 — ¢ siempre que ¢ 7é . Luego fno es continua en c # 3.
Sea (z,) una sucesion de reales que converge a 5, entonces

) = =1 =31 ={ ‘wn—%i i reQ

1
2! ™ H=15—a,] sizeR-Q

Por tanto lim, ... f(z,) = f(3). (Basta aplicar el problema 1), i), con
K=1)
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 5

1999-2000

1) i) Derivar y simplificar

D)= gy v Do) = VB2t

Respuesta: a)

_1+x2—2x2 1— a2

! P
F@) = —armye = sy
b)
1 -1 —24 2z -1+
()= =(5b—2x+ 2?7 - (=24 2zx) = —
9() 2( ) ( ) 25 — 2x + a2 V5 — 2z + a2

ii) Hallar la derivada de f(z) = sin (z — sin (z?))
Respuesta:
f'(x) = cos(z — sin(z?)) - (1 — (cos(x?) - 2))

2) i) Para las siguientes funciones de R en R, encontrar los puntos de
extremos relativos y los intervalos de monotonia.
a) g(x) = 3x — 422,
b) h(z) = 23 — 3z — 4.
Respuesta: a) ¢'(z) = 3 — 8z ¢”(x) = —8. Igualando la primera derivada
a 0 tenemos 3 — 8z = 0si 2 y ¢"(3) = —8 < 0. Por tanto 3 es un punto
de méaximo local. Ahora estudiamos la monotonfa: ¢'(z) > 0siz < 3 y
g(z) <0siz > g. Por tanto la funcion es creciente en (—oo, %) y decreciente
en (2, 00).
b) h'(x) = 32z?—3, h”"(x) = 6x. Igualando la primera derivada a 0 tenemos
31? -3=0—2 =1—2=1r=-1yh'(1)=6>0, h(-1) = —6. Por
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tanto 1 es un punto de minimo local y —1 es un punto de méaximo local. Ahora
estudiamos la monotonfa: h/(z) > 0si 2?2 > 1y W(z) < 0si 2? < 1. Por
tanto la funcion es decreciente en (—1,1) y creciente en (—oo, —1) U (1, 00).
ii) Encontrar los puntos de extremos relativos de la funcion f(z) = |22 —1|
en el intervalo [—4,4].
Respuesta: podemos escribir f(z) de la siguiente forma:

2?1 si xe[-4,-1UJL,4]
f(m)—{ —224+1 si —l<z<l1

La funcion f(z) no es derivable en x = 1 y © = —1. En puntos distintos de
1y —1 la derivada de f(x) es:
oy 2x si o xe|—4,-1)U(1,4]
f(x)—{ —2r si —l<z<l

Igualando la primera derivada a 0 obtenemos que f'(x) = 0 si x = 0.
Como tenemos f”(0) = —2, entonces f(0) = 1 es un maximo local de f.

Estudiemos la monotonia: f'(x) > 0si x € (1,4] osi x € (—1,0). Lue-
go la funcion es estrictamente creciente en (—1,0) U (1,4] y estrictamente
decreciente en [—4, —1) U (0, 1).

Viendo como crece y decrece, podemos decir que la funcién tiene minimos
localesen . = —1 y x = 1, donde f(—1) = f(1) =0. Yaque f(4) = f(—4) =
15, se sigue que £ = —4 y & = 4 son puntos de maximo absolutoy x = —1y
x = 1 son puntos de minimo absoluto de f(z).

3) Evaluar los siguientes limites.
i)

a) hmxao-&- m,

b) lim, o+ 2* - log(x).
Respuesta: a) aplicando el teorema de L’Hopital obtenemos

1

. % (oo) I ;—21 I —x . -1
1m =(—)= lm = lim —— = lim =
a—0t (logx)? 00’ a—0t 2logzt a0t 222logr  w—ot 2xlogx
m 2= () = 1i B _ i g L
= lim =(—)=lim # = lim —— = lim — =0
w0+ logz oo’ e—0t 1 a0t 202 a0t 20



128 CAPITULO 7. SOLUCIONES HO.JAS 1999-2000

b) Aplicando el teorema de L’Hopital obtenemos

. log(z) —00 1 28 .-
3311%1* o log( ) $11>1’(I)1Jr $L3 - ( o0 ) N zli>I(I)l+ —;’)IQ zli>I(I)l+ —3z3 - a:11>:%1+ T =0
ii)
a) lim, o+ %"
b) hmx—>0+ (% - arctin(a:))'
Respuesta: a) primero aplicamos a = e!?9(2) ghteniendo
lim 22* = lim €29@™) = Jim e2los(@),
z—07t z—0t z—0t
Sabiendo que la funciéon exponencial es continua, calculamos
1 _ 1
lim 2z -log(z) = lim ogl(x) =( OO) = lim % = lim —2r=0
z—07F z—07F %% o0 z—0F 522 z—07F
Entonces
lim 2% =€’ =1.
z—0t
b)
1 1 t - 0 o — 1
i (oL gy A —r_ 0y, B _
e—0t x arctan(x)’ z—0t x -arctan(z) 0" e—0* arctan(z) + - 2
_ —x? 0 —2x
= lim 5 =(5) = lim - — =
e—0t arctan(z) - (1 + 22) + x 0" a0+ +“””2 + (arctan(z) - 2z) + 1
—2x 0

pu— 1. = — = O
o0t 2 arctan(z) +2 2

4) i) Usar el teorema de Taylor con n = 2 para obtener una aproximacion

de V12y V2.

Respuesta:
1 9 —1
x _— — -
2z (#) = 4v/z3
Ahora hallamos el polinomio de Taylor para n = 2 en el punto 1.

Py(z)=1+ %(w —-1)— é(m —1)%

fl@)=Vz f'(z) =
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1 1
Py(12) =1+ 5(1.2 —1) - g(1.2 —1)? = 1.098

1 1 , 1 1 11
P2(2)—1+2(2 1) 8(2 1) —1—|—2 5= 3 = 1.375.

ii) Demostrar que la funcién f(x) = 23 — 2z — 5 tiene una soluciéon r en
el intervalo I = [2,2.2]. Si x; = 2y si se define la sucesion {z,} utilizando el
procedimiento de Newton, demostrar que |z, .1 —7| < 0.7|z,, —r|?. Demostrar
que x4 es correcto con seis cifras decimales.

Respuesta:

fr)=a3—20—5 f(2) =8-4—5=—1<0 f(2.2) =10.648—4.4—5 =
1.248 > 0. La funcioén es continua y toma signo distinto en los extremos del
intervalo, luego por el teorema del valor intermedio de Bolzano existe una
raiz r en el intervalo [2,2.2].

Acotemos los valores de la primera y segunda derivada. f'(x) = 3z? — 2
entonces |f'(x)] > |12—2| =10 =my f"(z) = 6z luego | f"(z)| < 13.2 = M.
Sea K = % = 132 _ 066 < 0.7. Ahora aplicamos la formula del método de

20
Newton: |z,11 —r| < 0.7|z, — 7|*. En particular:

|z4—7| < K|rs—r|* < K3|zg—r|* < K|z —r|® < K7-(0.2)® = 0.1396-107° < 107°

5) i) Sea f : [0,2] — R definida por f(z) = 1siz # 1y f(1) = 0.
Demostrar que f es integrable y calcular su integral.

Respuesta: Sea ¢ > 0y sea P, la particion P, = (0,1 — +,1+ +,2).
Entonces,

U(f, Po)=L(f, Pa) = (1=1) (1= =0+ (1=0) (142 —(1= )+ (1-1)(2~(1+-)) =

=2 < esin> 2 Por el criterio de Riemann, f es integrable en [0, 2].

Calculemos el valor de dicha integral: para todo n, U(f, P,) = 2, entonces
el limite de las sumas superiores es igual a 2.
ii)
a) Demostrar que si g(z) =0 para 0 <z < 1y g(z) =1para 3 <z <1,
entonces se tiene fgl g(z)dz = 3,
b) i, Se sostiene la conclusion si se cambia el valor de g en el punto % a7’
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Respuesta: a) sea € > 0y sea {P,} la sucesion de particiones P, =
(0, % — %, % + %, 1). Entonces,

Ug, Pa)=L(g, Pa) = (0-0)(5 =)+ (1=0)((5+ )~ — ) +(1-1)(1=(5+ ) = = < ¢

si n > 2. Por el criterio de Riemann, f es integrable en [0, 1].

Calculemos su integral: para todon, U(g, P,) = 2+(1—(3+1)) = 5+ 1,
entonces el limite de las sumas superiores es igual a %

b) Al definir g(5) = 7, se obtienen nuevas sumas superiores iguales a
% + 1n—3, cuyo limite es siempre %

6) i) Sea I = [a,b] y sean [y g funciones acotadas de I aR. Si f(z) = g(z)
para todo x € I, demostrar que L(f) < L(g) y que U(f) < U(g).

Respuesta: sea P = (xg,- - ,2,) una particion cualquiera de [a,b]. Se
tiene que M]f < Mjg y mf < m? V1 < j < n. Luego tenemos

UP,f) =Y M (x;—2;0) <Y M- (2 —x;-1) = U(P,g).
j=1 =1

Por tanto se tiene que para toda particion P,

U(f) = inf{U(Q, f)|Q particion de [a,b]} < U(P, g)

vy que U(f) < U(g) =inf{U(P, g)|P particion de [a,b]}.
Y también tenemos que

n

L(P, f) = me aj—wio0) <> md - (x; — x5.0) = L(P,g).

j=1
Por tanto se tiene que para toda particion P,

L(P, f) < sup{L(Q, g)|Q particion de [a,b]} = L(g)

y que L(f) = sup{L(P, f)|P particion de [a,b]} < L(g).

ii) Supongase que f es integrable en [a,b] y sea ¢ € R. Si g se define por
9(y) = f(y —¢) para todo y € [a+ ¢,b+ c|, demostrar que g es integrable en
el intervalo [a + ¢,b+ ¢] y que f;:cc g(z)dr = f: f(x)dzx.
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Respuesta: sea € > 0y P. = (zg, -+ ,z,) una particion de [a, b] tal que
U(P., f) — L(P., f) < €. Definimos la particion de [a + ¢, b+ ¢| de la forma
Qc= (Yo =20+ ¢, ,yn = T, + ). Se tiene que:

n n

U(g,Qe)—L(g,Qc) = > _(MI=m3)-(y—y; 1) = Y (M =m)-(z;—z; 1) <€

j=1 j=1

Luego g es integrable en [a + ¢, b+ c].
Sea ahora P, = (xq,- - ,2,) sucesion de particiones de [a, ] tal que

nhjgoU(faPn)_L(.ﬂPn):O)

entonces
b+c
/f—thfP)—hmZMf —xj_ 1)—11mZMjg —yj_1) = / g,
n—oo n—oo n—oo Q+C
donde @, = (yo = xo+¢, -+ ,Yn = T, + ¢) es una sucesion de particiones de

la+ ¢, b+ ] tal que lim, o, U(g, @) — L(g,Qn) = 0.

7) i) Encontrar F’, cuando F esta definida en I = [0, 1] de la siguiente
manera:
a) F(z) = [ sin(t?)dt, b) F(z) = fo 1jt3dt
w) =[5 VT 82dt,  d) F(z) = [ cos(t)dt.
Respuesta: aplicamos el Teorema fundamental del calculo (2* forma) y
obtenemos que :
a) La funcion sin(#?) es continua en todo R luego F’(x) = sin(z?).
b) La funcién 5 es continua en R — {—1} y la funcién 2 es siempre
derivable. Entonces F'(r) = 15 - 2.
c¢) En el intervalo [0,1] se tiene que 2> < z, por tanto podemos expresar
F(z) de la siguiente forma:
= [LV1I+82=[LVI+82+ [[V14+t donde 2® <a <z . La
funcion v/1 + t2 es siempre continua, luego F'(z) = —v/1 + a*- 22 ++v/1 + 22
d) La funcién cosx es continua y la funcion sin x es derivable en todo R,
luego F'(z) = cos(sin(z)) - cos(x).

ii) Evaluar las siguientes integrales. Justificar cada paso.

9 1 1 \/’
o | SRV AR L ATV
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Respuesta: a) aplicando el teorema de la primera sustitucion haciendo
Vt = z tenemos Wdt dx y obtenemos:

9 3 3 3
1 1 2—2 2
/ -dt:/ -2x-da::2/ L-dl’:2/ (1— ) =
124+t L 24 L 24 . 2+

=2 (x—2log(2+))]3 =2(3 — 2log(5) — 1+ 2log(3)) = 4(1 + log(g)).

b) Aplicando el teorema de la primera sustitucion haciendo Vt==x 7dt
dx obtenemos:

1 1,2 1 1 1 1
/ Y opds = 2/ il L N 2/ (x—1)+ dr =
1+\/_ o 1+z 0 1+x 0 r+1
1
=2- (% — 1z +log(z +1))]; = 2(5 —1+1og(2) —log(1)) = —1 + log(4).

8) i) Si f es integrable en [0, 1], se puede demostrar que

lim (— / f(z
n—oo 'n,

Utilizar el resultado anterior para expresar los limites siguientes como

una integral:
a) hmn—>00(2k 1 n+k)
b) hmnﬂOO(Zk 1 n2+k2)
Respuesta:
a)

“1 n

1 ~ 1 n
I = 1i —) = li —
Jm Qo) = Mm Q) = im QS

1 &~ n 1 &~ 1 !
= lim —- = lim —- = d
o = ) = [

- k R n
Jm Q) =IO e =
k=1

k=1
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1 k-n 1 - k Loy
= lim —- () ———5) = lim —'(Z%):/ 1 2%
n—oo N, o1 n +k’ n—oo M, = 1—{—(5)2 0 1+$

ii) Establecer por qué las siguientes integrales son impropias y determinar
si son convergentes o divergentes. Calcular el valor de las que sean conver-

gentes.
oo _ o 1
a) / e “dx b) / —dx
—00 o <
Respuesta:

a) Es impropia ya que el intervalo de integracion no esta acotado por la
derecha ni por la izquierda y ademés la funciéon no estd acotada en dicho
intervalo.

d
/ e ldr = —e )¢ = el f "
c

oo
/ e %dr = lim lim —e ¥ 4+e“=0400=00
o0 d—00 c——00
Luego la integral impropia diverge.

b) Es impropia ya que el intervalo no esté acotado por la derecha y ademas
la funcion no esta acotada en dicho intervalo.

-1 -1
—dx = - -
/ T I d c

/ —dx— lim hm_—l—_—lzoo
0

2 =0+ d—oo d c

Luego la integral impropia diverge.

9) Calcular las siguientes integrales.
a) [ - (log(z))? dx
Respuesta: Por partes tomando ¢'(z) =z y f(z) = (log(z))?. Entonces

2

/x - (log(x))*dx = %-(10g(m))2—/x2 -log(z) - édw = % (log(z))? /x log(z)dx =

(aplicando integracion por partes de nuevo)

= 5+ (log())? = (5 log(o)— [ 5-de) = - (og(w)? ~ 3 -log(w)+ 7 +C.
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b) [z - log(x) dx

Respuesta: Por partes tomando ¢'(z) = /x y f(z) = log(z).

2 2
/\/E -log(z)dx = 3 2% log(z) — 3 /xg : Edac =

2 2 2
=3 \/E-log(x)—g/\/fd:v:§ - V3 log
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 1

2000-2001

1) Sean los conjuntos A ={3a:a € N} y B = {5a:a € N}.
i) Comprobarsib€ A, 10€ B,5€ ANB,45€ ANB,27€ AUB.

5¢ A, ya que 5 = 3a implicaria que 5/3 es un nimero natural.
10eb, yaque 10=5x2y2eN,

5¢ AN B, yaqueb¢ A.

45 ANB,yaquedb=3x15=5x9y 159 N.

27€¢ AUB,yaque27T=3x9€ Ay9€eN.

ii) Demostrar que A y B son subconjuntos de N.

A C Nya que cada z € A es de la forma 3 X a con a € N, por tanto, x es
un producto de niimeros naturales, entonces x € N.
El mismo razonamiento se aplica a B porque 5 € N.

iii) Describir el conjunto AN B.

ANB={15a:a € N}
En efecto, probamos el doble contenido:

ANB C {15a : a € N} ya que si « = 3a = 5b, con a y b nameros
naturales, entonces 3 divide a b (3 y 5 son nimeros primos), es decir, b = 3¢
con ¢ € Ny por tanto x = 15¢ con ¢ € N como queriamos demostrar.

{15a : a € N} C ANB porque si x = 15a entonces x = 3 % (5a) = 5% (3a)
y por tanto z € Ay xz € B.

2) Sea C' el subconjunto de los nimeros enteros no negativos menores o
iguales que 57 y D el conjunto de los nimeros enteros mayores o iguales que
-17. Determinar:

i) Si C' es un conjunto finito y si lo es, calcular su cardinal.



137

Sea C'={n € Z:0 <n <57} podemos definir la funcion f : Nyg — C
definida por f(n) = n — 1, que es biyectiva. En efecto, f es inyectiva porque
n—1=m—1implica m = n. Y f es sobreyectiva porque dado n € C se
verifica que n+1 € Nggy f(n+1) =n+1—1=n. Por tanto C es finito y
card(C) = 58.

ii) Si D es un conjunto finito y si lo es, calcular su cardinal.
Sea D ={n€Z:n>—17}, como N C D se tiene que D no es finito.
iii) El conjunto C'N D y el conjunto C'U D.

Observamos que C' C D ya que si 0 < n < 57 entonces, en particular
n > —17.

Por definicion de interseccion C' N D C C. Ademés en este caso C C D
por lo que C' C C'N D. Finalmente C = C N D.

Por definicion de uniéon D C C'U D. Ademas en este caso C' C D por lo
que CUD C D. Finalmente D = C U D.

3) Toma el conjunto de los nimeros reales R.

i) Encontrar tres conjuntos A;, As y Aj disjuntos y tales que su union
sea todo R.

Sean A; = Q\ {0}, A, = {0} y A3 =R\ Q. Entonces R = (R\Q)UQ =
As;U(Q\{0})u{0} =A3UAUA; y A, Ay y Az son disjuntos.

ii) Idem que i) pero imponiendo que A; y Ay sean finitos o numerables.
Como A; C Q es numerable y A, es finito tenemos el resultado.

iii) Encontrar dos conjuntos infinitos By y By tales que su union sea R y
su interseccion sea numerable pero no finita.

Tomamos B; = Ry B; = N. Entonces By U By =Ry By N By =N que
es numerable.

4) Estudiar las propiedades de las siguientes relaciones, comprobando si
son o no relaciones de orden o de equivalencia.

i) En el conjunto A = {a, b, ¢, d} la relacion

R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,a)}.

R es reflexiva ya que (a,a), (b,b), (¢, c),(d,d) € R.
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R es simétrica. Si (z,y) € Rentonces zt =yoxr=aey=box=be
y = a. Esto indica que para cada (z,y) € R se tiene (y,z) € R.

R 1o es antisimétrica porque (a,b), (b,a) € Ry a # .

R es transitiva. Los Gnicos casos en que ocurre la hipotesis de la transi-
tividad ((z,y), (y, 2) € R) son:

o x = y donde la transitividad es automaética (la tesis es una de las
hipotesis);

oy = z donde la transitividad es automatica (la tesis es una de las
hipotesis);

ox=a,y="b,z=a,estoes, (a,b),(ba) € R entonces hay que compro-
bar (a,a) € R que es cierto;

oxr=by=a,z=b,estoes, (b,a),(a,b) € R entonces hay que comprobar
(b,b) € R que es cierto.

Por tanto R es una relacion de quivalencia (y no es una relacion de orden).

ii) En el conjunto de los ntimero naturales aRb si y solamente si @ — b no
es natural.

R es reflexiva porque para cada a € N se tiene aRa ya que a—a = 0 ¢ N,

R no es simétrica. Por ejemplo 1R3 ya que 1 —3 = —2 ¢ N pero
3—1=2¢€& N con lo que 3 no se relaciona con 1.

R es antisimétrica ya que si aRb y bRa entonces a — b € Z~ U {0} y
b—a=—(a—b) € Z U{0} conlo que a —b =0, esto es, a = b.

R es transitiva. Sean a,b,c € N. Si aRb y bRc entonces a —b € Z~ U {0}
y b—c € Z U{0}. Entonces sumando (a —b)+ (b—c)=a—ce Z  U{0}
con lo que aRec.

De esta manera R es relacion de orden (y no de equivalencia).

iii) En el conjunto de los puntos del plano, dos puntos se relacionan si
hay una circunferencia con centro en el origen de coordenadas que pasa por
ambos.

R es reflexiva porque para cada a punto del plano hay una circunferencia
centrada en el origen que pasa por a (también si a es el origen, la circunfe-
rencia de radio 0).

R es simétrica porque dados dos puntos del plano a y b tales que aRb
entonces hay una circunferencia que pasa por a y b, por tanto bRa.

R no es antisimétrica porque (—1,0)R(1,0) (tomando la circunferencia
de radio 1) y (1,0)R(—1,0) (siendo (1,0) # (—1,0)).
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R es transitiva ya que si interpretamos la relacion diciendo que dos puntos
del plano estan relacionados si y solamente si tienen la misma distancia al
origen, entonces aRb y bRc implica que d(a,0) = d(b,0) = d(c,0) (0 denota
el origen de coordenadas).

Se sigue que R es una relacion de equivalencia.

5) Sea f : N — N dada por la expresion f(a) = 3a + 1. Comprobar si es
inyectiva o sobreyectiva y determinar el conjunto imagen.
Idem con la funcion ¢g : R — R dada por g(x) = sen(z).

Sean a,b € N.

f es inyectiva porque si f(a) = f(b) entonces 3a+1 = 3b+ 1 y por tanto
a=>b.

f no es sobreyectiva porque 3 € N pero 3 ¢ I'm(f). En caso contrario
existirfa a € N tal que 3a + 1 = 3, pero 2/3 ¢ N.

El conjunto imagen es por tanto Im(f) ={3a+1:a € N}.

La funcion g no es inyectiva porque sen(0) = sen(m) = 0 (0 # ).

La funcién g no es sobreyectiva porque |sen(x)] < 1 y por ejemplo el
2 € R no esta en la imagen.

El conjunto imagen es Im(g) = [—1,1].

6) Sea R la relacion en R definida por, para cada a,b € R, aRb si b es
solucion de la ecuacion ax?+5x+3 = 0. Indicar por qué R no es una funcion.

Si a =0, la ecuacién az® + 5x + 3 = 0 tiene solucion z = —3/5.
Si a # 0 la misma ecuacion tiene por soluciones:

=5+ +V25—12a —5— V25 —12a

2a 2= 2a

Si 25 — 12a < 0, estas soluciones son numeros complejos, entonces el
dominio de R no es R. Por ejemplo a = 3 ¢ dom(R).

Si tomamos como dominio el conjunto A = {a € R : 25 — 12a > 0} =
(—00,25/12], tampoco se tiene una funcion ya que si a # 25/12 existen dos
soluciones.

X1

Explicar qué ocurre si la ecuacion es  + 5a =00 axr +5 = 0.

En el caso primero a cada a € R le queda asociado un tnico niimero real
xr = —ba y por tanto R es una funcién de R en R.
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En el caso segundo r no puede ser una funciéon pues no estara definida
sia =0. Sia# 0 entonces x = —5/a queda univocamente determinado y
R:R\ {0} — R es una funcion.

7) Calcular si existen el maximo y el minimo de los siguientes conjuntos
de numeros con el orden usual <.

N A={reN:0<zx<T7} ={1,2,3,4,5,6,7}.

1 es un minimo porque 1 € A y para cada x € A x > 1. 7 es un maximo
porque 7 € Ay paracadax € Az <7.

ii) B={3/n:neN} CQ.

B no tiene minimo ya que inf(B) =0y 0 ¢ B. Comprobemos que 0 es
el infimo: 0 < b para cada b € B y si © > 0 entonces § > 0y existe n € N
tal que 0 < % < %. Se sigue que existe n € N tal que 0 < % <xy3/n€B.

3 es el maximo de B ya que 3 € B y para cada n € N se verifica % < 3.

iii) C = {z € R:x > 54} = [54, c0).

C no tiene maximo ya que no esta acotado superiormente.
54 es el minimo de C' ya que 54 € C'y para cada x € C' se verifica x > 54.

iv) D={reR:2?2>64} ={z eR:|z| <8} =[-8,8].

8 es el maximo y -8 es el minimo de D.

V) €N D = [54,00) U[-8,8] = 0.

8) Sean f y g las funciones reales

f:R — R dada por f(z) =32 +6y

g : R — R dada por g(x) = 2z.

Hallar fogy go f.

fog:R — Reslafuncion (fog)(x) = f(g9(x)) = f(2z) = 3(22)* 4+ 6 =
122* + 6.

gof:R — Reslafuncion (go f)(z) = g(f(z)) = g(32® +6) = 62% + 12.

9) Determinar y representar graficamente el subconjunto del plano real
A={(z,y) eR?: |z < |y|}.

Si y > 0 (semiplano superior) las soluciones de |z| < y son los puntos
(x,y) tales que —y < x < y es decir la region comprendida en el semiplano



superior entre la recta y = z (bisectriz del primer cuadrante) e y = —x
(bisectriz del segundo cuadrante).

Si y < 0, las soluciones de |z| < —y resultan ser los puntos (z,y) tales
que y < x < —y (esto es, la region simétrica con respecto al eje = de la del
parrafo anterior).

La solucion A es la unién de ambas regiones.



142 CAPITULO 8. SOLUCIONES HO.JAS 2000-2001

BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 2

2000-2001

1) Sea f, la sucesion de Fibonacci: f1 =1, fo=1y f, = fao1+ fa2si
n > 3.
i) Escribir los diez primeros términos de la sucesion definida por a, = £ .

para n > 1.

Los 10 primeros términos se van calculando evaluando:
a; = 17(12 = fg/fg = 2,@3 = 3/2,@4 = 5/3,@5 = 8/5

ag = 13/8,a7 = 21/13,as = 34/21, a9 = 55/34, a19 = 89/55.

1

an—1

ii) Usando la definicion del apartado i), probar que a; = 1y a, = 1+
para n > 2.

En efecto a; = 1. También se verifica que a =2 =1+1 =1+ 1/a;.

Segun la formula, si n > 3 se tiene:
fn 1

fn fn fn+1 Qp

an

iii) Asumiendo que {a, }»en sea convergente, la razén aurea r se define
como 7 = lim a, . Verificar que r =1 + % y resolver esta ecuacion.

n—oo

Observamos primero que como a, = 1 + % > 1 para cada n > 3
n
entonces
r=lim a, = lim a,4q
n—oo n—oo

debe ser mayor o igual que 1.
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Entonces de la igualdad a,1; = 1+ 1/a, se deduce que r = 1+ 1/ry
por tanto que 7> —r — 1 = 0. Resolviendo esta ecuacion de segundo grado
se obtienen las dos soluciones:

145
2

:1_\/5

2

1 ()

Por la desigualdad r > 1 de la observacion del parrafo anterior se obtiene:

) 1++5
lim a, = 5

iv) Explicar por qué el apartado iii) implica que la sucesion de Fibonacci
es propiamente divergente.

Sencillamente es una aplicacion del criterio del cociente ya que lim f,,/ fn11 =
n—oo

lim a, > 1.

n—oo

2) Dar un ejemplo de sucesion que satisfaga la condicion propuesta o
justificar por qué no existe tal sucesion. (Hay méas de una respuesta correcta.)

a) Una sucesion monotona creciente que converge a 10.

Por ejemplo {a, }neny = {10 — 1/n}en.

b) Una sucesion monotona acotada que no es convergente.

Imposible porque toda sucesion mondtona acotada es convergente.

¢) Una sucesion que converge a 3.

Por ejemplo la sucesion constante {3/4},en.

d) Una sucesiéon no acotada que converge a 100.

Imposible porque toda sucesion convergente esté acotada.

3) Sea {’;—f}neN, donde O!'=1l=1ynl=n(n—-1)(n-2)---3-2-1,si
n > 2.

. , 2
Verificar que lim % = 0.
n—oo n:
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Es una aplicacion del criterio del cociente ya que, llamando a,, al término
general de la sucesion se tiene:

a1 (n+12%nl n+1 1 1
a,  (n+1)n2 n2  n n?

, ., 2
Y por tanto lim ani1/a, = 0 con lo que la sucesion {%} converge a 0.
n—oo °

4) Hallar, si existen, los siguientes limites:

. , |
1) lim 2.
) n—oo (M12)!

Como (n+ 2)! = (n+ 2)(n + 1)n! entonces

, n! , 1
lim ——— = lim .
n—oo (n+2)!  n—oo (n+2)(n+1)

Y se tiene que converge a 0, por ejemplo por el criterio del encaje:

1 1
- - 0 <
“n2+3n+1 " n
ii) lim 2%
n—oo
Podemos usar el criterio del cociente:
a n+ 1)In" n

lim 4 = 1 #Z m ( )"

n—oo n—oo (n 4+ 1)"Hn!  nooon+1
Para calcular este ultimo limite:

1

fim ) = ey~ A A

=1/e< 1.

Por tanto por el criterio del cociente:

iii) lim a,, donde a3 >0y a, =1/(ne* ).
n—oo
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Se observa que todos los términos de la sucesion son positivos por lo que
e’=1 > 1. Entonces por el criterio del sandwich:

0<a,= < 1/n,

nedn—1

se concluye que la sucesion {a, }ren converge a 0.

5) Se inscribe un poligono regular de n lados en una circunferencia de
radio R.

i) verificar que el perimetro P del poligono viene dado por la formula
P(n) =2n Rsen(%), donde a = 2,

como el poligono es regular y tiene n lados, el tridngulo formado por un
lado y los dos radios que parten desde los extremos de dicho lado es un
triangulo isosceles cuyo angulo comprendido entre los dos radios mide 27/n
radianes. Llamamos [ a la longitud del lado. Trazando la perpendicular
desde el centro de la circunferencia al lado elegido, se forma un tridngulo
rectangulo de manera que [/2 = Rsen(a/2). Por tanto como hay n lados el
perimetro verifica la formula de arriba.

ii) utilizar la formula anterior y el hecho de que lzm senla) 1 (donde
c es una constante), para probar que una c1rcunferenc1a de radio R tiene
longitud 27 R,

basta observar que la longitud de la circunferencia es el limite cuando n
tiende a infinito de P(n). Entonces

sen
lim P(n) =27 Rlim

n—oo n—o0 —

iii) modificar el razonamiento de los dos apartados anteriores para deducir
que el area de un disco de radio R es 7™ R?.

La altura de los triangulos isosceles antes senalados es Rcos(a/2). Enton-
ces calculando el area de cada tridngulo y sumando dichas areas se obtiene:

n2R%sen(a/2)cos(a/2)
5 :

A(n) =
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Usando la formula del seno del angulo doble se obtiene:

nR*sen(27/n)
(2m/n)

A(n) =

Cuyo limite es exactamente 7R2.

6) i) Hallar, si existe, lim (23),
3 14+3 n 1+3 n/3)3 3
im (A3 gy, L3 (A3 e
n—oo M + 2 n—oo (1—{—2/n)” n—o0 ((1—|—2/n)”/2)2 e2

ii) calcular la relacion entre a y b para que

n+3

n-+a
S im
n—oo N + 2

li 3nta _ bn
fim () )

Calculamos el primer limite:
-3

sta=0, lim (S53)" = lim (357)" = lim tomm =
sia#0,
3n a
lim (n+a’>3n+a: im (1+a’/n) (1—|—CL/H) —
G TR A e (L )
1 n/a\3a 1 a 3a
o ((kaf) O (af) E

n—oo ((1+1/n)")3 (1+1/n)e €3

Aplicamos el apartado i) para calcular el segundo limite y entonces:

im (50

)bn_ b
n—oo M + 2

=c.

Por tanto los limites son iguales si y s6lo si b = 3a — 3.

7) Sea a, el namero de instrucciones de un determinado algoritmo para
su ejecucion sobre n datos de entrada. Se sabe que dicho algoritmo actiia de
la siguiente manera:

e con un solo dato de entrada resuelve el problema usando una
instruccion,
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e con n datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema
a n — 1 datos y se ejecuta sobre ellos el mismo algoritmo.

Se pide
i) definir la sucesion recurrente {a, }nen,
a; — 1
a, = 4n + a,_1
ii) estudiar la monotonia y acotacion de la misma,

observamos que los términos de la sucesién son todos positivos. Por la defi-
nicién de a,, se tiene que a,, = 4n + a,_1 > a,_1, por lo que es estrictamente
creciente.

Por la propiedad de Arquimedes, para cada C' > 0 existe ngy tal que
4n. > C' si n > ng. Por tanto la sucesion es creciente y no estd acotada
superiormente, de modo que es propiamente divergente a infinito.

iii) verificar por inducciéon que |a, — 2n?| < 2n para todo n,
Paran=1 |a; —2| =1 <2, con lo que se verifica.
Sea a,, verificando la desigualdad |a, — 2n?| < 2n, entonces:

|api1 —2(n +1)?| = [4n + a, — 2(n* + 2n + 1)| =

l4n + a, — 2n? —4n — 2| < |a, — 202+ | = 2| < 2(n + 1).
Con lo que se tiene la desigualdad para cada n natural.
iv) deducir que lim 5% =

|an,—2n2|
2n2

2n

Como hemos demostrado que |a, — 2n?| < 2n se sigue que o5

Y entonces el criterio del Sandwich aplicado a:

<

G,
0<|— -1l <1/n
<1<y
muestra que {5% — 1}y es una sucesion que converge a 0. Por tanto la
sucesion {5% }nen converge a 1.
. . . 3

8) Estudiar la convergencia de la sucesion {ay, bnen = (142 )+(—1)"(1—2).

Sugerencia: considerar las subsucesiones {as, }nen v {@2n-1 Fnen-

La sucesion es divergente ya que:



148 CAPITULO 8. SOLUCIONES HO.JAS 2000-2001

la subsucesion de los términos pares tiene por término general
asgn, = (1+1/2n)+ (1 —3/2n) =2 —1/n,

que por tanto converge a 2.
La subsucesion de los términos impares tiene por término general

agn = (1+1/(2n—1)) = (1-3/(2n — 1)) =4/(2n — 1),
que por tanto converge a 0.

9) Sean ay y by niimeros reales positivos tales que ag < by. A partir de
ellos se construyen las sucesiones {a, tnen ¥ {bn tnen de modo que

1 1.1 1 ap + bo
o (== b, =

ay 2(a0+b0) Y ! 2 ’
1 1.1 1 a, + by,

= (= + = bpy1 = .
pr1 2 <an + bn) Y 1 2

Verificar que para todo n, an+1 < b,y y estudiar la convergencia de

{an}nEN y {bn}nEN'
Nota: a,41 es la media armonica de a,, y b, y b,11 es la media aritmética de

Gn Y by.
Comenzamos por demostrar por induccion que para cada n € N se tiene

g1 < bpyr.
En el caso n = 1 se tiene

b a, + b1 1 a, + b1 2
2 — a2 = —_ = —_ p =
RN
ay + b1 _ 2a1b1 . (CL1 + b1)2 - 4CL1b1 .
2 ap + b1 2(@1 + bl)
_ (a1 —by)?
2(&1 + b1>

Como todos los términos a,, y b, son positivos (ya que ag y by lo son) tanto
el numerador como el denominador de la fracciéon de arriba son positivos,
salvo que a; = by. Si comprobamos que a; # by entonces by > as.

g‘fo_bo)Z > 0. Por tanto se tiene la base de la induccion.
ao~+bo)

En efecto by —a; =
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Por hipétesis de induccion b,+1 > a,4+1 y hay que comprobar que b, >
anyo. Pero los mismos razonamientos de antes dan:

(@ns1 — bpy1)?
2(ant1 + bps1)

bn+2 — Apy2 = > 0.

Con lo que se tiene la desigualdad para todo n natural.
La sucesion {a, },en es entonces creciente porque:

2a,b, _ 2apb, — a2 —apb,  an(b, —ay)

a, + b, “ a, + b, an + by,

Upy1 — Ap =

La sucesion {b, },en es entonces decreciente porque:

mﬂ—m:“; A <0.

Entonces para cada n € N se tiene la cadena de desigualdades:
ag < ap < b, < by.
Y como tanto la sucesion {a, ey como la sucesion {b, },en son monotonas
y acotadas, se tiene que son convergentes.
10) Sea {ay}nen definida por a1 = 1,y a, = %an,l + 3 para n > 2.
Demostrar que {a, }nen es contractiva y calcular su limite.

Para cada n € N se tiene que

a a
‘an—i—Q _an—i—l‘ = | n2+1 +3 - 7” _3| = §|an+1 — Qn|-

De modo que es contractiva con constante ¢ = 1/2.
Para calcular el limite basta resolver la ecuacion:

L=3+1L/2

Esto es L = 6.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 3

2000-2001

1) Estudia los siguientes limites:

=51 +6 1-— " _
i) lim w’ i) lim cos(x) 7 i) lim an(z) — sen(z) |
r—2 ,§C2 —4 z—0 2ta/n<x> 20 562
iv) calcula a para que lim (aj + a)w —4,

T—o0 T — @
v) utiliza el criterio basado en sucesiones para calcular
In(1+z)—In(l—x)

lim
x—0 €x
N 74 225246 _ 77 (z—2)(z—3) _ 7,  (z—3) __
i) lim =555 = Um (5 ey = UM gy = —1/4:
ii)
y 1 —cos(x) , cos(x)(l—cos(x))
im———= =
=0 2tan(z) 2—0 2sen(x)
,cos(x)(=22)
- i@% 2sen(x) =0.
s\ 72 tan(z)—sen(x) _ 7. sen(z)(l—cos(x)) _ 7,  sen(z) l—cos(z) 1
111) i@é 2 o iZI)T(I), z2cos(x) o il_’r% x T cos(xz) — 0.
iv) calcula a para que lim (22)* =4

Manipulamos la expresion para que tenga la forma de los limites relacio-
nados con el niimero e:
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Por tanto el limite que buscamos es €** y a = [n(2).

Alternativamente también se podria dividir el numerador y el numerador
por z.

v) utiliza el criterio basado en sucesiones para calcular

lim In(l+x)—In(1— x)
x—0 €x

Sea {z,} una sucesion de nimeros reales de modo que para cada n € N
se tiene z, # 0 y que converge a 0.

1 —In(1— 1
i AT T ) g LT
n—oo T n—oo — T,
14 2,)n
n( tim LTIy
n—oo (1 _ xn) n [

Donde la pentltima igualdad es la definicion general de e (pag. 73 de los
apuntes).

2) Halla dos funciones f y g tales que
i) existe lim f(x) g(x) y lim g(x) = 0 pero no existe lim f(z).

r—a

Sea f(r) = 1/x y g(x) = 2* de modo que, tomando a = 0 se tiene que no
existe lz’ﬂ% f(z), que liﬂgg(:}:) =0, y que liﬂ% f(z)g(z) =0.

ii) existe lzm é ; pero no existen ni ling f(z) ni lz’ng g(x).
r— T—
Basta tomar f(z) =1/x = g(z).
3) Halla las constantes a y b para que f sea continua para todo z € R :
ar +3 si x<l1,
i) flx) =142 six=1,
2+b siox> 1.
Como f(z) es una funcién polinomial y por tanto continua si x # 1
entonces basta estudiar este punto, teniendo la seguridad de la continuidad

en todos los puntos distintos de 1.
Para que sea continua se debe cumplir que:

1+b=lim f(z)=f(1)=2= lim f(z) =a+3.

z—1+ z—1-
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Por tantoa = -1y b= 1.

%(ax) si x <0,

i) f(z) =45 si x=0,
z+b si x>0.

Como la funcion f(x) viene definida por un cociente de funciones conti-
nuas si * < 0 y por un polinomio si x > 0, se tiene continuidad en todos los
puntos distintos del 0. Estudiemos este punto.

Si a = 0 entonces f(z) = 0siz < 0y por tanto no puede ser continua en
0 puesto que f(0) = 5.

Si a # 0, para que la funcion sea continua en 0 el limite por la izquierda:

lim f(x)= lim Ma =a
z—0~ z—0~ axr
debe ser igual al limite por la derecha:
Hy =
e igual a 5.
Por tanto a = b = 5.
4) Sea
x si xeQ,
fz) = .
—x st zeR\Q.

Verifica que f es continua s6lo en z = 0.

Sea xo un ntimero real arbitrario y dos sucesiones {z,} e {y,} convergentes
a xo de modo que x, € Q para cada n € N e y, ¢ Q para cada n € N (que
existen por la densidad de Q y de R — Q). De este modo:

lim f(x,) = w0,
n—-+oo

lim f(yn) = —Zo.

n—-+00

En el tnico punto en el que estos dos limites coinciden es en el punto
zo = 0. Por tanto f(x) solo puede ser continua en zy = 0.

Veamos que en efecto es continua en 0. Sea {a, } una sucesion convergente
a 0. Entonces |f(a,)| = |a,| y por tanto la sucesion {|f(a,)|} converge a 0
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lo que impliica que la sucesion {f(a,)} converge a 0. Por tanto se tiene la
continuidad en 0.

5) La ecuacion 2* — 22 — 1 = 0 tiene una raiz real. Utiliza el método de

la biseccién para aproximarla con un error menor que %6.

Sea f(x) = 2 — 22 — 1 que es una funcion continua en R. Se tiene que
f(1)==1<0y f(2) > 0 por lo que, por el teorema de Bolzano, la funcion
tiene una raiz en el intervalo (1,2). Entonces 1 aproxima la raiz con un error
menor de una unidad.

Tomamos ahora el punto medio del intervalo que es 3/2. Como f(3/2) >
0 entonces la funcion tiene una raiz en el intervalo (1,3/2). Entonces 1
aproxima la raiz con un error menor que 1/2.

Tomamos ahora el punto medio del intervalo que es 5/4. Como f(5/4) < 0
entonces la funcion tiene una raiz en el intervalo (5/4,3/2). Entonces 5/4
aproxima la raiz con un error menor que 1/4.

Tomamos ahora el punto medio del intervalo que es 11/8. Como f(11/8) <
0 entonces la funcion tiene una raiz en el intervalo (11/8,3/2). Entonces 11/8
aproxima la raiz con un error menor que 1/8.

Tomamos ahora el punto medio del intervalo que es 23/16. Como f(23/16)
0 entonces la funcion tiene una raiz en el intervalo (23/16,3/2). Entonces
23/16 aproxima la raiz con un error menor que 1/16.

6) Verifica que la ecuacion z + sen(z) = \/51+3 tiene al menos una solucion

en el intervalo [0, 7.
Sea la funcion f(z) = = + sen(x) — ﬁ que es una funcién continua

n [0,7]. Como f(0) =

una raiz de f (y por tanto una solucion de la ecuacion del enunciado del

problema) en el intervalo [0, 7.

—-1/3<0y f(r) =7 — ﬁ > 0 se tiene que hay

7) Usando el teorema del valor intermedio, explica por qué las agujas del
reloj se superponen al menos una vez por hora.

Sea t una variable que representa el tiempo en el intervalo de una hora
t € [k, k+ 1], donde k es un nimero de 0 a 11. La posicion de la aguja de las

horas viene dada por

21
h(t) = Et'

La posicion de la aguja de los minutos viene dada por

m(t) = 21t — k).
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Por tanto la funcion [(t) = m(t) — h(t) es una funciéon continua de modo
que l(k) = m(k) — h(k) = —h(k) < 0 salvo si k = 0 donde el problema
esta resuelto porque a las 00 horas 00 minutos las agujas estan superpuestas.
Y (k4 1) = 2r — 22(k + 1) > 0 salvo si k& = 11 donde el problema est4
de nuevo resuelto a las 00 horas 00 minutos. Entonces, por el teorema de
Bolzano, existe un valor ¢ € (k,k + 1) de modo que I(c) = 0 es decir que las
agujas estan superpuestas.

8) Un sabado a las 8:00 de la manana, un hombre comienza a subir
corriendo la ladera de una montana hacia su camping de fin de semana.
El domingo a las 8:00 de la manana baja corriendo la montana. Tarda 20
minutos en subir y sélo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bajada,
el hombre se da cuenta que pasé por el mismo lugar a la misma hora al
sabado. Probar que el hombre esta en lo cierto. (Aplicar el teorema del valor
intermedio a la funcion f(t) = s(t) — r(t), siendo s(t) y r(t) las funciones de
posicion de subida y bajada.)

Se tiene la funciéon f que es una funcién continua y
f(0)=5s(0)—7r(0)=—-r(0)<0 f(10) = s(10) — 0 = s(10) > 0.

Por tanto el teorema de Bolzano demuestra el enunciado del problema.
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BASES DE MATEMATICAS

Soluciones de la HOJA 4
(primera parte)

2000-2001

1) Calcula la derivada de la funcion f(z) :

) f) =IO ) ) = e,

tg(z) + 2
iii) si sen(z + f(x)) = f*(z)cos(w),

i) si ox=f(x)*\1— f(z), v) arctg(L(I)).

1+ cos(x)

2g(x)+1 2tg(x)+1 t(2)+2 2(t9(:26)+2)_(2tg(;)+1)
3 / — g(x)+1y—1 glx)+1y, _ tg(z)+ . _cos?(x) cos?(z)
1) f ("L‘) - (tg(m)+2 ) (tg(m)+2 ) T 2tg(z)+1 (tg(z)+2)?

3
cos?(x)(2tg(x) + 1) (tg(x) +2)

i) f'(z) = —5c@in(5)cosec(x)cotg(x).

iii) Derivando ambos miembros de la igualdad

sen(z + f(2))" = (f*(x)cos(x))'.

Entonces se tiene:

cos(z + f(2))(1 + f'(x)) = 2f () f'(x)cos(x) — f*(z)sen(z).

Por tanto solo queda despejar f'(x).

f'(x) =

_ [A(z)sen(x) + cos(x + f(x))
cos(x + f(x)) — 2f(x)cos(x)
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iv) De nuevo como en el ejercicio anterior:

=27 o)V T ) - S
Y despejando f’(z) se obtiene:
2¢/1— f(z)

f'(x)

T Af(a) 5 (x)

v) Usando la derivada de la funcion arcotangente:

f(z) = 1 ~cos() (1 + cos(x)) + sen*(z)
L+ TiamIP (1+ cos(x))?

Despejando la expresion se obtiene f'(z) = 1/2.
2) i) ;Es derivable la funcion
{x2 sen(L) si x #£0,

UCRT si z=0

enz =07

Debemos ver si existe el limite cuando z tiende a 0 de

f(xx) : £<O) _ 7t SGT;O/x) = xsen(1/x).

Por la regla del sandwich:
—x < xsen(l/x) <z

dicho limite existe y es 0 por tanto f es derivable en 0y f/(0) = 0.

ii) Determinar el angulo que forman las curvas y = 2> — 1, y = 2> —x en

los puntos de corte.
Nota: El angulo que forman dos curvas es el dngulo que forman sus
tangentes.

Sean f(x) =22 -1y g(z) =2°— .
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Se comienza calculando los puntos de corte de las curvas, que son las
soluciones de la ecuacion f(x) = g(x), esto es, 22 — 1 = 23 — 2 que son los
puntos (1,0) y (—1,0). Para calcular los angulos necesitamos las pendientes
de las rectas tangentes en dichos puntos:

fQ=2  f(-1)=-2

Jgh=2 4J(-1)=2

Por tanto en el punto (1,0) las pendientes de las rectas tangentes coinci-
den, luego son la misma.

En el punto (—1,0) el &ngulo que forma la recta tangente a f(x) con el eje
de las = es 0; = arctg(—2). Para la recta tangente a g(x), el mismo angulo
es Oy = arctg(2). De modo que el angulo entre las dos rectas es la diferencia
arctg(—2) — arctg(2).

3) Utiliza el método de derivacion logaritmica para calcular la derivada
de las siguientes funciones:

i) f(x) = 3 (a? + 8)t e,

. (z+ D)*z —5)°

i) f(x) = (14 )0+,

La derivacion logaritmica consiste en tomar logaritmos a un lado y al
otro de la igualdad, derivar usando la regla de la cadena y despejar de ahi la
derivada. Aportamos las soluciones finales:

. / _ (2248)%e () (1024 4523 +12222 +402+16)

i) f(w) = — (HEE e,

i) f/(z) = 2(1 + z)nEFD-1,

4) Un semidisco de didametro PQ) se apoya en la base de un triangulo
isosceles PQ R formando una region (similar a un helado de cucurucho). Sea
0 el angulo PRQ. Si A() es el area del semidisco y B(0) es el area del
triangulo,

A(0)

i) determina 9[1@ B0 (Escribe A(f) y B(f) en términos de & y OR,

donde O es el punto medio de PQ.)
ii) Calcula la variacion del area de la region respecto de la variable 0
cuando ¢ = %.
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Sea O el punto medio del segmento P(). Debemos observar primero que
la longitud de OR es constante. Representando la longitud de los segmentos
con las letras que representan sus extremos tenemos:

m(0Q)

A(0) =555 BO) = (0Q)(OR).

Usando trigonometria se obtiene:
0Q = (RQ)sen(0/2) OR = (RQ)cos(6/2).

Entonces A(6)
T
—= = —tg(0/2).
50 = 590/
De modo que converge a 0 cuando 6 tiende a 0 por la derecha, respon-
diendo asi a i). Por otro lado como

A(6) + B(6) = g(OR)%g?(e/z) + (OR)*tg(0/2).

La variacion vendria dada por la derivada en 6 = 7/3.

21(OR)?

(A+B)(r/3) = 373

2
+ g(OR)Q.

5) La velocidad S de la sangre que esta a r em del centro de una arteria
viene dada por S = C (R?* —r?), donde C es una constante, R es el radio de
la arteria y S se mide en cm/s.

Se administra un firmaco y la arteria empieza a dilatarse a un ritmo o
A una distancia constante 7, halla el ritmo de cambio de S con respecto a t

dR
para C = 1,76 X 105, R = 1,2 X 10_2 y E = 10_5.
. .2 . . ds _ dR
Derivamos la funcién S con respecto al tiempo: % = C'(2R}).

Sustituimos los valores que se nos dan:

1,76 x 10°(2 x 1,2 x 1072 x 107°) = 4.224 x 1072

6) Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Verificar que
si |f'(z)| < 3 para todo x € (a,b) entonces f es contractiva en (a,b).
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(Una funcion f es contractiva en (a,b) si existe una constante C' con 0 <
C < 1 tal que para todo z,y € (a,b) lf(y) — f(z)] < Cly — x|.)

Se trata de una aplicacion del teorema del valor medio por el que para
cada par de numeros x,y tales que a < x < y < b existe ¢ € (z,y) tal que:

[f () = F)l = [f ()l = yl.

Como por hipdtesis se tiene que |f'(¢)| < 1/3 se tiene que la funcion f es
contractiva tomando por ejemplo C' = 1/3.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 5

2000-2001

1) Usando las propiedades de la integral demostrar que para cada n
natural se tiene la siguiente desigualdad:

1 efnx2
| / dz| < In(2)
o r+1

1 e—n:p2 1 e—nx2 1 1
|/ dx| < / | |dx < / dx =1In(2) — In(1) = In(2)
0o r+1 o *r+1 0o r+1

2) Hallar el valor i € R que cumpla que

/13 f(z)dz = 2p.

Siendo f : [1,3] — R definida como f(z) = 1sixz € [1,2] y f(z) = 2 si
3

z € (2,3
3 2 3
/f(a:)d:cz/dx+2/ dr =142 =3.
1 1 2

Entonces u = 3.

Estudiar si existe algun punto ¢ € (1,3) tal que f(c) = p.
Por definicion de f(z), no existe ¢ € (1,3) tal que f(c) = p.

Estudiar si la respuesta del apartado anterior contradice el teorema
integral del valor medio.
La respuesta no contradice el teorema integral del valor medio ya que la
funcion f(z) no es continua.
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3) Demostrar utilizando el teorema integral del valor medio que dados
dos numeros reales estrictamente positivos a y b, existe ¢ € (a,b) de modo
que:

b b a®
/ 2°In(1 + 2*)dx = In(1 + CS)(E — E)
Siendo b > a > 0, la funcién f(x) = In(1 + %) es continua en [a,b] y la
funcion g(z) = 2° es continua y no negativa en [a, b|.
Por el teorema del valor medio integral existe ¢ € (a,b) tal que

b b bo ab
/ 2°In(1 + 2%)dz = In(1 + 03)/ °dr = In(1 + 03)(E - E)
4) Calcular la derivada de las siguientes funciones:
CC2 I2 1
i) F(x) = /0 sen(t*)dt i) G(x) = /0 mdt

2

iti) H(x) = /Ox rsen(t?)dt iv) I(z) = /_: V1 + t2dt.

i) F'(z) = 2zsen(z?)
2z

it) G'(z) = T3 20

2

it1) H'(x) = /: sen(t?)dt 4 2z sen(x?)

i) I'(z) = 22V1 + 2t + 20V1 + 24 = 4davV'1 + a*.

5) Calcular el limite cuando z tiende a 0 de la siguiente funcion:

2

Iy sen(\/z_f)dt‘

3

Siendo lz’ﬂ%fox2 sen(\/t)dt = 0, lz'n;)wf =0y 3z% # 0 si x # 0, podemos
usar la regla de L’Hopital:
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2

r—0 1‘3 x—0 31‘2 .1’—>03 €T
El altimo limite no existe ya que
2sen(|z]) 2
lim -————= = —
' ()
2 sen(|x 2
lim -—————— = ——.

6) Calcular las siguientes integrales indefinidas:
3
) /eﬂdx i) /QideI
i11) /x5ln(x)dx iv) /ewcos(ac)dx

2 +1 , z—1
e U s
€4z
i) /e“dx: T—i—C’

z? 1 dt 1 dt V2 '
. dr = = N y o
Z'l) /2 + 8 X t—zt 4 / 2 +t4 8 / 1+ (%)2 8_CL7’C g(_\/ﬁ) +

i11) /x5ln(a:')d = —ln /——d:c = x6 n(x) — %/dex =

95___ __6
5 36+C 63: + C.

iv) /excos(x)dx = excos(a:)+/ e“sen(x)dr = e”“”cos(x)%—e%en(a:)—/ e“cos(x)dr.

Entonces

/e"”cos(m)dw = %(cos(x) + sen(z)) + C.
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v) /%dm = / 2z i21—|)—(i+ 1)dx

La solucién de la ecuacion

22+1 A B, _C D
($4—x2)_:}c 2

T [B—1+[B—|—1
es A=0,B=—-1,C=1,D = —1. Se sigue que

22 +1 1 1
/( o dm-/—dz+/x_1dx—/x+1dx—
—l+ln(|x—1])—ln(|$+1|)—l—0 ——I—l (‘x_l‘)+c
o |z + 1] '

‘ r—1 r—1 1
vi) /x3+a:2—2xdx_/:c(x—1)(x+2)dx_/m(x+2)d$'

En este caso la solucion de la ecuacion

1 A B

x(z +2) T2 +w+2

s A=
/ dr = 2in(lal) = Stz +2) + € = In(, /|- + C
$3—|—3j2 —27'1;1) 27133' = (n {[—|—2 .

7) Estudiar las siguientes integrales impropias:

i) /100 lnx@daﬂ,

w/4

Ml'—‘
oy
||

wn—n
<

i _cos@) 4,
) 0 sen(z)

ol
0 T°+x—06
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%) c In(c)
i) / LUCOP R / @)~ i L=
1 1

x3 c—00 x3 t=ln(z) c— e?t
Cote™ e L o m(e) 111
=l —5h +5A =l et Ty
w/4 COS(.%’) w/4 COS(iIZ’) \/ sen(m/4)

dr = lim ———dx = 21lim dt =

0o +/sen(x) =0 Jo  \fsen(z)  imSrent@) 0 J\Sren@
1
= 20im ([ — — / —\/2V2.
Lim, 7 sen(c) V2
4

4 1 1
o o
W)A:ﬁ+x—6“7(é<x+$@—2>m

li ) ! dx + 17 ) ! d
= lim x + lim x.
e—2-Jo (z+3)(z—2) e—2+ Jo (x4 3)(z —2)

Ahora, siendo

i)

1 1 1 1 1 1 x—2

se sigue que

¢ 1 1 c—2 2
li dx = lim —(I
M)y wrae -t T M

y, por tanto, la integral inicial diverge.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 1

2001-2002

1) Sean a y b dos nimeros naturales, A el conjunto formado por los
nimeros enteros multiplos de a, y B el formado por los multiplos de b. Se
pide determinar el conjunto A N B en términos del minimo comun multiplo
entre a y b, m.c.m.(a,b).
iSon A, By AN B conjuntos numerables?

;Puedes construir una biyecciéon entre los dos conjuntos A y B?, jcomo?.
Si a = 2 calcular el complementario relativo de A respecto de los niimeros
naturales.

a,beN. A={ap:peZ}, B={bp:p<cZ}

ANB={x€Z:x=ap y x=0bg para ciertos p,q€ L}

Sea m = m.c.m(a.b) el minimo comin multiplo entre a y b.

Entonces m cumple:

a) m es multiplo comin de a y b.

b) Si n es otro miltiplo de a y b, m divide a n.

Si x € AN B entonces z es multiplo de a y de b, y utilizando la propiedad
b) x es multiplo de n. Por tanto,

ANBC{zx€Z :x=mp,p €L}

Viceversa, si © = mp entonces es miltiplo de a y de b ya que m lo es. Se
sigue que
ANB={x€Z:x=mp,p€Z}

Las funciones fi(n) = an, fo(n) = bn y f3(n) = mn para nZ son
biyecciones entre los conjuntos A, B, AN B y el conjunto Z respectivamente,

y por ser Z numerables estos conjuntos también lo serén.
Sea f: A — B definida por f(ap) = bp.
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f es inyectiva: f(ap) = f(aq) = bp =bg = p =q (b # 0)= ap = aq.

f es sobreyectiva: Sea bp € B, entonces bp = f(ap) por tanto f es
biyectiva.

Sia =2 A es el conjunto de los nimeros enteros pares por tanto,

NA={neN:n¢ A}

son los niimeros naturales impares.
2) Sea A el conjunto formado por A = {1,7,z}, se pide:

e a) Construir una relacion binaria en A, que sea simétrica y transitiva.

e b) Construir una relacion binaria en A, reflexiva y antisimétrica.

¢) Construir una relacion binaria en A, no simétrica y reflexiva.
e d) ;Puede existir una relacion simétrica y antisimétrica a la vez?.

e ¢) ;Como se llaman las relaciones reflexivas, simétricas y transitivas?,
Ly las reflexivas, antisimétricas y transitivas?.

a) y b) La relacion identidad en A, Idy = {(1,1),(7,7),(z,z)} es una
relacion binaria reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

¢) La relacion binaria R = {(1,1),(7,7), (z,z),(1,7)} es una relacion
reflexiva y no es simétrica ya que (1,7) € R+ (7,1) € R

d) La relacion Id, es simétrica y antisimétrica a la vez.

e) Las relaciones reflexivas, simétricas y transitivas son las relaciones de
equivalencias. Las relaciones reflexivas, antisimétricas y transitivas son las
relaciones de orden.

3) Se considera el conjunto formado por los niimeros naturales N, y las
siguientes relaciones en N:

e Ry donde mRn si n es un multiplo de m.
e Ry donde mRyn si m — n es un multiplo entero de 3.

e RR3 donde mR3n si el maximo comun divisor entre m y n, m.c.d.(m,n),
es un nimero primo (un namero entero p es primo si los tnicos divisores
de pson 1,—1,p, —p).

se pide:
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e a) De las anteriores relaciones, jcudles son reflexivas y cuéles son simé-
tricas?.

e b) ;Cuaéles son relaciones de orden y cuéles son de equivalencia?.
e ¢) ;Hay alguna relacion de orden estricto?, ;y de orden total?.

e d) En aquellas que son relaciones de equivalencia estudia el nimero de
clases de equivalencia.

Ry ={(m,n) e NxN:m =pn,p € Z} =

{(m,n) € NxN: m = pn,p € N}

Ry ={(m,n) e NxN:m —n=3p,p € Z}

R3 = {(m,n) € NxN: m.c.d(m,n) =p, donde p es primo}
reflexiva | simétrica | antisimétrica | transitiva

Ry Si No Si Si

R, Si Si No Si

R3 No Si No No

Ry es reflexiva ya que m = 1 -m para todo m € N,
no es simétrica ya que (3,6) ¢ Ry, es antisimétrica ya que
m=pn y n=qn=n=pyn=pj=l=p=q¢=1

Ry es transitiva ya que

(myn) e Ry y (mya) eRi=m=pn y n=qga=m=(pg)a= (m,a) € Ry

Ry es reflexiva ya que para todo m € N, m —m =0 - 3.
Ry es simétrica ya que mRon = m —n =3p,p € Z,= n—m = 3(—p) =
nRom.
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R no es antisimétrica ya que 1R4 y 4Rs1 y 4 # 1.
Ry es transitiva ya que

mRon =m-n=3p(p€Z) y nRyr =n—r=3q(q€Z)=m—r=3(p+q) = mRor.

R3 no es reflexiva ya que, por ejemplo, m.c.d(6,6) =6y 6 no

es primo.

Rj es simétrica ya que m.c.d(a,b) = m.c.d(b, a).

R3 no es antisimétrica ya que m.c.d(6,3) = 3 = m.c.d(3,6) y 3 # 6.
R3 no es transitiva ya que m.c.d(6,9) =3, m.c.d(9,12) =3y
m.c.d(6,12) = 6 que no es primo.

b) Relacion de orden: R;. Relacion de equivalencia: Rs.

¢) No hay relacion de orden estricto ya que la que son transitivas
son reflexivas. No hay relacion de orden total ya que la tnica
relacion de orden es Ry y por ejemplo los numeros 3 y 5 no

se pueden comparar.

d) Sea m € N, entonces
Cm)={neN:m—-n=3p,pel}=

{neN:n=m-3p,peZ}

C(1) ={1,4,7,10...} numeros que al dividirlos por 3 dan resto 1

C(2) ={2,5,8,11...} numeros que al dividirlos por 3 dan resto 2
C(3) =1{3,6,9,12...} numeros que al dividirlos por 3 dan resto 0

por tanto hay tres clases de equivalencias.

4) Sea f : N — N[J{0}, definida por f(a) = (a — n)? donde n es
un numero entero. ;Para que valores de n, f es inyectiva, sobreyectiva, y
biyectiva?. Determinar la imagen de f para n > 0.

Sea la funcion f: N — NU {0}, f(a) = (a — n)? busquemos donde no es
inyectiva. Sean ai, as dos nimeros naturales tales que a; # as y que

flar) = f(az) = (a1 —n)? = (az — n)* = |ay — n| = |az — n| =
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ai—m=a—nodéa; —n=—ay+n

la primera igualdad no nos interesa ya que da a; = as, y de la segunda
tenemos a; + as = 2n y como aq,as € Ny a; # ag entonces a; + as > 3. Por
tanto si n < 2 es inyectiva, y como para n > 2 todo niamero (2n) se puede
expresar como suma de dos nimeros naturales distintos (2n=(2n-1) +(1)) la
funcion no es inyectiva.

Nunca f es sobreyectiva ya que 3 € NU {0} y 3 # (a — n)?, por tanto
nunca es biyectiva.

La imagen de f paran > 0es NU{0} sin# 0,y Nsin =0.

Paran =0

25+ o

20+

154

10

Paran=1

164 °
144
124

2.N A2
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Paran >1

104

5) Sea f:[0,7] — [—1,1] definida por f(z) = cos(x). {Es f inyectiva?,
Ly sobreyectiva?.
f:[0,7] — [—1,1], f(x) = cos(x) es inyectiva y sobreyectiva.

0.8
0.6+
0.44
0.2

0.2 1 ' X
0.4
0.6
0.8

6) Encuentra el conjunto solucion de los x € R que verifican:

o a)|lr—3 <8

b) | — 1|+ |z —2|>1

¢) |z —1||z+2|=3

d) |z|+ ]z -1+ ]z —2[-25=0
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2x + 8

—— >0
2 +8xr+7

)

7 —3|<8=—8<z-3<8=-5<z<l1l

por tanto el conjunto solucion es S = [—5, 11]
b)
e —1]— |z —2|>1

x—1, siz>1
[z —1] = .
—r+1, siz<l1

x— 2, siz > 2
[z —2| = .
—x+2, siz<?2

Esto implica que tendremos tres regiones
Siz<l, —z+1—-24+2>1=1>z(-00,1).
2)Sil<z<2z—1-—2+2>1=0<0 no hay solucion.

3)Siz>2,z—1+x—-2>1=x>2(200).
Por tanto el conjunto solucion S = (—oo, 1) U (2, 00).

c)

|z = 1|z +2[ =3,

-1 = r—1, x>1,
o I e o T A

) 42, T > —2,
\:c—i—Q\{ —x—2, T< -2

1)z < —2.
(—z4+1)(—x—=2)=3, (1 —x)(z+2) = -3,
multiplicando obtenemos,

(x+2) —2° — 2z = -3,
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—1+v21
2 )

es decir —2? — z + 5 = 0, cuyas raices son x; =

_ —1—+/21
To = 9 J

como x; > —2 la tinica raiz en el intervalo es x,.

2) —2<z<l.

(—z+1)(x +2) = 3,

multiplicando obtenemos, —x? — 2x + x + 2 = 3, es decir 22 + x4+ 1 = 0,
cuyas raices son r; = %‘73,

Ty = 7172\/53
que son complejas, y por tanto no hay soluciones en el intervalo.
3) 1 <.

(x —1)(x+2) =3,
multiplicando obtenemos, 22 +  — 5 = 0, cuyas raices son

_ —1++/21
xry = 2 J
_ —1—v/21
To = 5

como xy < 1 la tinica raiz en el intervalo es z;.

)
ol + o = 1] + o — 2| = 5

| = x, x>0, o—1] = r—1, x>1, o—2| = r—2, x2>2,
| -z, <0, | —x 41, <1, | 42, T <2

1) z <O0.

—r—z+1—z+2-— g = 0, y agrupando los términos obtenemos

—3x + % = 0 cuya tUnica solucién es r = % que no pertenece al intervalo,
y por tanto no hay soluciones.

2)0<z<1.
r—rx+1—x+2— g = 0, y agrupando los términos obtenemos —x + % =0
cuya dnica solucion es x = % que pertenece al intervalo.

31 <z <2
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r+r—1—z+2— g = 0, y agrupando los términos obtenemos x — g =0
cuya Unica solucion es r = % que pertenece al intervalo.

4) 2 <.

r+r—1+zr—2— g = 0, y agrupando los términos obtenemos 3z — % =0
cuya Unica solucion es r = % que no pertenece al intervalo.

Luego las soluciones son = = % yao =23

e)

2248
5 >0
4 +8x+7 . .
Las raices del polinomio 2% + 8 + 7 son x = —7 y x = —1. Las raices de
2x+8 son & = —4, consideramos por tanto los intervalos (—oo, —7), (=7, —4),

En (—o00, —7) el numerador es negativo y el denominador es positivo, por

248
tanto 75 = < 0.

En (=7, —4) numerador y denominador son negativos, por tanto

2248
22 4+-82+7 >

0.
En (—4,—1) el numerador es positivo y el denominador negativo, por
tanto 28— < 0.

22 +8x+7 .
En (—1,00), ambos son positivos, luego
2x+8
x24+-8x+7 > 0. .
— T+ _ _ . , .
Enx=—4, 7557~ =0,y enz = -7 —1no esta definido.

La solucion es (—7,—4) U (—1, 00).
7) Probar que:

e a)la+bl=lal+1|bl=ab>0
o b) maz({z,y}) = =5

a) la+b| = |a| + |b| <= |ab|] = ab.
|a+b] = |a| + [b] <= |a +b]* = (|a] +[b])
sabemos que

la+b]* = (a+b)* = a®>+b>+2aby que (la|+]b])* = |a]*+|b]*+2|al|b] =
a® + b? + 2|a||b|, sustituyendo, resulta

la + 0] = |a| + |b] &= a® + V* + 2ab = a® + V* + 2|a||b] <= 2ab =
2|a||b| <= ab = |al|b].

Como queriamos demostrar.
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b) max{z,y} = —a:+y—‘,—2|y—a:|

-, >,
Iy—xlz{gi y
yt+z, y<uox.

Si y > z entonces max{x,y} =y y por tanto

r+yt+ly—z r+yty-—z 2

2 2 oY
Si y < x entonces max{x,y} = x y por tanto
r+y+|y— 7:E—|—y—y+a772_$7x

2 2 2
8) Hallar el supremo y el infimo de:
A={z € R:32> - 10z + 3 < 0},
B={zeR:(z—a)(z—-b)(z—c)(z—d) <0}
donde a, b, c,d son nimeros reales tales que a < b < c < d,
C={zx=2":neN}
Hallar el supremo y el infimo de

A={reR:32*> - 10z + 3 < 0}.

Las raices de 322 — 10z + 3 son x; = —% y xo = —3. A= (=3, —%), por

tanto el infimo de A es —3 y el supremo es —%.

B={zeR:(z—a)(z—b)(z—c)(z—d) <0,a<b<c<d}.
B = (a,b) U (c,d), el infimo de B es a y el supremo es d.

C={zx=2":neN}

Sup(C) =3, yaque 5x < 3,Vn < 1.

Inf(C) =0, ya que 0 < 2% y para todo ntmero real positivo u existe
n € N tal que 2" > %, y por tanto 2% < u.

Nota: Se puede demostrar por induccidén que 2" > n para todo n € N.

9) Demostrar que a = 3 + \/5 y b= \/ﬁ + \/§ son numeros irracionales.

(Sugerencia: usar el hecho de que V2 y /6 son irracionales.)
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a = 34 v/2. Por reduccion a lo absurdo, suponemos que es un nimero
racional, por tanto a — 3 también lo es, lo cual es una contradicciéon con el
hecho de que v/2 no es racional.

b =34 V2. Por reduccion a lo absurdo, suponemos que es un nimero
racional, y por tanto su cuadrado también lo es:

0 = (V3+2)? =342+ 2V6,

, 2_ . .
asi, V6 = bT5, lo cual es una contardicciéon con el hecho de que v/6 no

es racional.
Nota: la demostracion de que v/6 no es racional es similar a la del caso

V2.
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 2
2001-2002

1) Sea {x,, }nen una sucesion convergente, e {y, tnen una divergente. ;Qué
puedes decir, en relacion con la convergencia, de las sucesiones {z,y, }nen,

{Zn + Yntnen ¥ {@n/Yn}nen (suponiendo que y,, # 0, Vn € N)?

La sucesion {x,y, fnen puede ser convergente, por ejemplo si @, = % e Yy, =
n, Vn € N, o divergente, por ejemplo si z,, = % ey, =n? VneN.
La sucesion {x, + ¥, }neny no puede ser convergente ya que, si lo fuese, la
sucesion {yn bnen = {Zn + Yn tnen — {Zn fnen seria convergente.
La sucesion {z,/y, }nen puede ser convergente, por ejemplo si x, = 1 e y,, =
n, Vn €N, o divergente, por ejemplo si x, =1 ey, = (=1)", VYneN.

2) Probar que la sucesion {z,},cn es convergente si y solo si sus subsu-
cesiones {Tay tnen ¥V {211 }nen convergen al mismo limite.

Si {zp}nen es convergente y L = lim z,, toda subsucesion de {x, },en con-

n—oo

verge a L.

Si L = lim @9, = hm Ton_1, entonces para todo € > 0, existen n(e) € N
n—oo

y n2(e) € N tales que |ror — L] < € si 2k > ny(€) y |xop_1 — L| < € si
Se sigue que para todo n > n(e) = mdaxrimo(ny(€),na(€)), |xr, — L] <e.
3) Hallar, si existen, los siguientes limites
)i nt+n?+1
a) lim ——
n—oo 2n4 + 1
nt+n?+1 1+1/n*+1/n* 1

Iim —— = 1i = _.
i 2nt +1 oo 2+ 1/n* 2

nd4+n?+1
b) lim ——
)nl—>nolo 2nt +1

3 2 1 1 1 2 1 4
lim =T R lim /n+1/n” +1/n
n—oo 2n%—+1 n—o0 2+1/n4
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77/2 + 1 n271
].. 2n
2 e n? — 3n)
. n?24+1 a2.1 . 3n+1 n2-3n 3n+1 n2-1
7}1_{20 . 3n) n — nh_mo((l + e 3nt1 )n2—3n n —
3n+1 n2-3n 3n3+n2-3n-1 3n 4+ 1  n2-3n 3+1/n—3/n2—1/n3
]_ ]_ 3n+1 2n3 —6n2 — ]_ ]_ 3n+1 2—6/n
Jim (1 + ———) Jim (1 + ) =)
3
= €2
nn—l
d) Ui
woo (n — 1)
n—1 n 1 1 1
lim — = lim —— — = lm(1— )"~ =¢-0=0.

e) im vn2+1—-n—1

n—oo

241 1
lim vn?2+1—-—n—1= lim(Vn2+1—(n+1)) wAlt(nt ):
n—00 n—o0 n?+1+(n+1)

—2n —2
lim = lim -1
n—ooy\/n2+ 14 (n+1) n=e\/1+1/n24+(n+1)/n

f) lim non

n—oo

lim n~n = lim (n*%)?’ =1

n—oo n—oo

TL2TL
g) lim n

Utilizando el criterio del cociente (la sucesion tiene términos positivos):

(n+1)(n+Do(n+1) +1
. +1)! . n

lim (271—22 = lim 2(
n—oo T n—oo n

)t =2e > 1.

Por tanto la sucesion diverge.
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2n+1 3n+1
h) lim — >
n—oo 2N 4+ 3n

2/3)" +1

lim 3< =3

nSoo” (2/3)7 + 1

4) Si lim u, =0,y u, # 0 Vn > 1, calcula

. 3= 2u,
lim “¢

) 3 — 2u, ‘ _ (2/3)un)3/2“”]2/3 e—2/3
lim *%} = lim = —e
n—00 3+ u, n—oo [(1 4 (1/3)un])3/“”]1/3 el/3

an
5) Demuestra que la condicion lim a, —n = 1 implica lim — = 1.

n—00 n—oo M

Calcula ambos limites para la sucesion a,, = n + /n, jqué puede concluirse

de este resultado?.
. ay . Qn,—n
lim — = lim
n—oo N, n—oo n

+1=0+1=1

Sea a,, = n + \/n, entonces

lim a, —n = lim v/n = c©

n—oo n—oo

Se puede concluir que la condicién lim — = 1 no implica que lim a, —n = 1.
n—oo N n—oo

6) Demuestra que la siguiente sucesion es mondtona acotada, calcular el
limite

® u, =3+ L paran>1,uy=0

Los primeros términos de la sucesion son:

U :O, Uy = 3, U2 :9/2, Uyg = 21/4
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Verifiquemos por induccién que la sucesion estd acotada superiormente por
6:
sin = 1, entonces ug = 0 < 6 y si u, < 6 se sigue que Uy = 3—1—“7” <
34+3=6.
Ahora, verifiquemos que es mono6tona creciente:

Uppr —Up =3+ % —up, =3 - % >3-6/2=0.
Por tanto la sucesion es convergente. Si L = lim u,, tiene que ser L =

34 L/2, es decir, L = 6.

Un—1

2

7) Sea la sucesion definida por u, =1 — ,paran > 1, ug = 0.

e Demostrar que es contractiva. Hallar el limite.

Para todo n > 1,

U, Un—1
s =t = 1 = % .

1
| = §]un — Up_1].

Por tanto, la sucesion es contractiva con constante C' = %

Si L = lim u,, tiene que ser L =1 — L /2, es decir, L = 2/3.

n—oo
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BASES DE MATEMATICAS
Soluciones de la HOJA 3

2001-2002

1) Estudia los limites laterales de las siguientes funciones en el origen,
deduce a continuacion si existe el limite.

a) fla) = &

f(g;):i:{ 1 siz>0

-1 siz<0

lim f(z)=1, lim f(z)= -1

z—07t z—0~

El limite no existe en x = 0.

b) flx) =3

. _ y _
lim f(z) = o0, lim f(r) = —o0

El limite no existe.
¢)f(z) =1Ina?

lim f(z)= lim f(z)=—o00

z—0t z—0~

El limite no existe.
2

d) f(x) = Sei(x)
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ya que para toda sucesion {a,} € R\ {0} tal que

1
lim a, =0, lim(l+4a,)= =e

n—oo n—oo

llm —— = lim ———F—— =
r—0" ez ;e x—0~ 6_5(65 + 1)

Cer—1 0-1
lim — = = —
x~>0_€§+1 0+1

El limite no existe.
g) f(z) = ==

2

1—vVI—22 . 1—(1—22

lim ————— =

11m
x—0 :L‘Q x—0 $2(1_’_1/1 _:L-Z)

2

1
= nmn —7—7—78m—m—r— —

) T 1
M Vi) S vioe) 2
) f(z) = wsen(L)

QICILI(I) xsen(;) =0,

por el teorema del sandwich, ya que |zsen(2)| < |z| y |2| tiende a cero cuando
x — 0.

2) Estudia las asintotas de las siguientes funciones
2
a) fla) = 2 o # £1

z2—1
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. 2 .
y =1 es una asintota horizontal &5 > 0 si [z > 1.

lim I2+1:oo lim x2+1:—oo
-1t 32 — 1 s—l1- 12 — 1
lim x2+1:—oo lim $2+1:oo
r——1+ 22 — 1 r——1—- 12 — 1
x =1y x = —1 son asintotas verticales.

b) g(z) = ¢t (z #0) 1
lirin e =0

y = 1 es un asintota horizontal

) 1
lim e = 0
z—0t

lim ex =0

r—0~
ya que
o1 o1
lim —=o00 y lim —=—o0
r—0t T z—0— T
z = 0 es una asintota vertical.
c¢) h(z) =In ﬁ
lim In = —

r—=+o00 1+ Jj2
no tiene asintotas horizontales.

d)k(:p):%@)x%o

lim sen(x)
r—+o00 x

por el teorema del sandwich ya que |%(m)| <ly

no tiene asintota verticales.
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e) l(z)=In|z—1| (x #1)

lim Injz —1| =00

r—+00

no tiene asintotas horizontales, x = 1.

limln|z — 1| = —o0

x—)l

tiene una asintota vertical, x = 1.

3) Sea f una funcion continua en un intervalo I abierto y acotado.
f:1=(a,b) — R, continua.
a) Demuestra que |f| también es una funcion continua. (Es cierto el
reciproco?.
La funcion | f| es continua, siendo la funcion compuesta de dos funciones
continuas.
Si |f| es continua en (a,b), f no tiene que ser continua, por ejemplo la

funcion
-1 si—-1<2<0
) =
/(@) { 1 siO<zx<l1

es discontinua en z = 0, pero |f(z)| = 1 es continua en (—1,1)
b) Si f > C > 0, demuestra que % es una funcion continua y acotada.
Sif>c>0, % es continua ya que f(z) > 0,V € (a,b) y esta acotada
por 1 ya que |ﬁ] <1 Ve (ab)
¢) (Puedes contruir una funcién continua f que no alcance su maximo
absoluto en I7 ;y una funcién no acotada?.
Sea (0,1) y f(x) = 1.
Entonces f es continua y no alcanza un maximo absoluto siendo no aco-
tada superiormente.
d) Si I es un intervalo cerrado y acotado, jalcanza siempre f el minimo
absoluto en 7.
Si, por el teorema de Weierstrass.
e) Sea I el intervalo cerrado [0, 1] y sea f(I) = I. Demuestra que existe
un punto zg € I tal que f(xg) = zo.(Ayuda, considera la funcion = — f(x)).
Sea f :[0,1] — [0, 1] continua.
La funcion g(x) = = — f(z) es continua en [0,1] y ¢(0) = 0 — f(0) < 0,
g(1) =1—f(1) >0,si g(0) =0=0= f(0),sig(l)=1=1= f(1) en
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los demas casos ¢(0) < 0y g(1) > 0. Implica que, por el teorema de la raiz,
existe ¢ € (0,1) tal que g(c) = 0= c= f(c).

4) Calcula el namero de ceros de la funcion f(x) = x — cos(zx), y contruye
un intervalo de longitud 7 en el que se encuentren la raiz o raices.

lcos(z)| < 1, si || > 1 entonces x no puede ser un cero de f(z) =
x — cos(x)

Si |z| < 1 entonces, en [—1,0) cos(x) > 0y # < 0 esto implica que
f(x) <O0yen [0,1] f(0)=0—cos(0)=—-1<0, f(1)=1—cos(1) > 0.

Por el teorema de la raiz existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = 0, este ¢ es unico
ya que cos(x) es estrictamente decreciente en (0,1) y z es estrictamente
creciente.

Para aproximar el valor de ¢ se puede emplear el método de biseccion,
f0)=—-1y f(§)=7— ‘/75 > 0, entonces c € (0, ).

5) Calcula A para que la funcion f sea continua en toda la recta real

1
22 -2+ 1

f@) = 5

Siendo Ax? — 2Az + 1 un polinomio, f(z) es continua en todo R si y s6lo
si A2 — 2z + 1 no tiene raices reales.

SiA=0,\2—2\r+1=1%#0.

SiA#0, Ax? -2 \z+1=0siy solo si

22X VAN — 4N
N 2\

X

Tiene que ser A(A—1) < 0, es decir A € (0,1). Si A € [0,1), f(x) es continua
en R.

6) Sea f(x) = [z] (parte entera de x). Estudia los puntos de discontinui-
dad de f.
Sea f(x) = [z], es decir, f(z) =nsin <x <n+1,n€Z, esto implica

lim f(z)=n, lm f(z)=n-—1,

z—nt T—n—

por tanto f es discontinua en todo Z



186 CAPITULO 9. SOLUCIONES HO.JAS 2001-2002

7) Estudia el dominio y la continuidad de las siguientes funciones
a) f(z) =vz?2 —5x+6

f esté definida solo si 22 — 5z + 6 > 0.

Ahora, 22 =524+ 6 = (z —2)(x —3) > 0six > 3 6 = < 2, por tanto
f(z) es continua en (—o0,2] U [3,00), ya que es la composicion de funciones
continuas en ese intervalo.

b) f(z) = In(xsen(x))

dom(f) ={z : zsen(z) > 0} = {x: x > 0, sen(z) > 0}U

U{z 12 < 0,sen(x) <0} ={x: 2kr <2 < (2k+ 1)m, k > 0}U
U{z : (2k — D) < 2 < 2km, k <0}, (k € Z).
En dom(f), f es continua al ser la compuesta de funciones continuas.
¢) f(x) = (a? 5z +6)},
dom(f) = Ry f es continua en R siendo la compuesta de funciones
continuas.
d) f(z) = arcsen(x?),
dom(f) ={x :z2 € [-1,1]} = [-1,1]. En su dominio f es continua al
ser la inversa de la funcion sen(x) en [-7, 7], que es continua y estrictamente
creciente.
&) f(x) = /e = B)n(2 - ),
dom(f) = {x :

(x =5)In2—2x) >0,2—2 >0} ={zr: (z—-5) <
0,in(2 —z) <0} =[1,2). f es continua en su dominio al ser compuesta de
funciones continua.

8) Estudia la continuidad de la funcion

e’ siz <0
flx)=1¢ 22 —x si0<z<1
cos(m]2 —2?|)+1 siz>1.
Siz+#0,1, f es continua.
Siz=0,
lim f(z)= lim e* =1
z—0~ z—0~
. T 2 _
i )= Ji o7 =0

f es discontinua en x = 0
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Siz=1,
lim f(r) = lim 2> —2 =0

r—1— r—1—

) . 2 0=
Tim f(x) = Tim cos(r[2 = %) +1 =0 = f(1

f es continua en R\ {0}.

9) Un caracol se encuentra en el fondo de un pozo de 1 metro de profun-
didad. Durante el dia (12 horas) asciende 20 cm y por la noche (12 horas),
mientras duerme, desciende 10 cm. Di el nimero de veces que ha estado a
95 ¢cm de profundidad, y cuantas a 90 cm, 85 ¢cm, 10 cm y 5 cm. ;Cuantos
dias y noches tarda en llegar al borde del pozo?.

1 vez a 95cm, 2 veces a 90cm, 3 veces a 85¢cm, ..., 2 veces a 10cm, 1 vez
a bem. 9 dias y 8 noches.

10) Sabiendo que la funcion f(x) = e” es estrictamente creciente, estudia
la monotonia de las siguientes funciones:

a) f(z) = In(z), x > 0, estrictamente creciente, ya que es la inversa de
e’.

b) f(z) = %, x > 0, estrictamente decreciente, ya que la funcion identidad
es creciente.

c) f(z) = Sen—l(z), v € (0,7), estrictamente decreciente en (0, 7) y estricta-
mente creciente en [7,7), utilizando el apartado b) y el comportamiento de
la funcion sen(x) en (0, ).

d) f(z) = SGT}(I), x € (m,2m), estrictamente creciente en (m, 2F) y estricta-

mente decreciente en [37”, 27), utilizando el apartado b) y el comportamiento
de la funcion sen(z) en (0, ).

e) f(z) =z, x>0,

siz <y, fly) — fl@) =y — Vo= \/g;fﬁ > 0 lo que implica que f es
creciente.

f) f(z) =eV® = =, >0

T <y = eVt < eVl = ;5 > 6%, f es estrictamente decreciente en
(0, 00).

11) Estudia si las siguientes ecuaciones tienen solucion

a) €* —2cos(z) =0

f(x) = e® —2cos(x), f(0) =—-1<0, f(1) =e—1>0. f(r) tiene una
solucion en (0, 1) por el teorema de la raiz.
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b) 23 =2z +5+ 1= =0

cos(x)

f(x):m3—2x+5+coslw,x7é§+k7r, ke Z.
La funcion f(z) es continua en (5,7, f(7) =7° =27 +5—-1> 0,
o 1
lim 2° —2x 4+ 5+ —— = —o0.
P cos(x)

Por tanto existe un ¢ € (3, 7] tal que f(c) < 0. Por el teorema de la raiz,
existe x € (¢, m) tal que f(z) = 0.

¢) In(z) = 1, 2 > 0, ;Cuantas soluciones tiene la ecuacion?.

Sea f(x) = In(x)—2%, tenemos que f es continua en (0,00), f(1) = -1 <0
y f(e) =1— % > 0, por tanto existe una solucion en (1,e) y es tnica, ya
que I es estrictamente decreciente y In(x) es estrictamente creciente, (ver
Problema 12).

12) Sea f una funcion estrictamente creciente y g una funcion decreciente,
definidas en un intervalo /. ;Cuantas soluciones tiene, a lo sumo, la ecuaciéon
f(z) = g(z)?. Construye dos funciones f y g en (0,00) donde la ecuacion
anterior no tenga solucion.

f es estrictamente creciente: x <y = f(z) < f(y)

g es decreciente: = <y = g(x) > g(y).

Si existe x € I tal que f(z) = g(x) entonces Yy € [

sty >w, f(y) > f(x) =9g(x) > g(y)y

siy <, f(y) < f(z) =g(z) < g(y).

Por tanto, a lo sumo, existe una sola solucion.

Sean f(z) =1y g(z) = -1, f(z) # g(x), Vz € (0,00), al ser una positiva

xT
y la otra negativa.
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1) Calcula la derivada de la funcién f(x) en los puntos en que sea
derivable:

a) f(x) = {5

El dominio de la funcion f(z) = ¢/Z% es R\ {—1}. Ya que la funcién

z+1
¢/z no es derivables en x = 0, f(x) es derivable en R\ {—1,1} y

Le—1 so41—(z—1)

1
:g(x+1) B

2
EH1? B+ Di@-1F

f'(x)

b) f(z) = {/(cotan(@
Ya que la funcion cotan(x) no esta definida si x = km, k € Z, el dominio
2 8

de la funcion f(z) = (cotan(z*))s es R\ {£Vkm, k € Z} y es derivable en su
dominio.

f(z) = ;(cotan(:v?))g(—cosec(:vz))QQx = —me(cotan(:BQ))g(cosec(xz))2.
C) f(.T) — 3arcsen(\/@)
La funcion /1 — z? esta definida si |x| < 1y la funcion arcsen(v/1 — x?)
si |[v/1 —2?| < 1. Por tanto, el dominio de f(x) es [—1,1].
Las funciones arcsen(z) y v/1 —z? son derivables si © ¢ {—1,1}. Por
tanto, la funcion f(x) = 3%resen(V1=%) og derivable si « ¢ {—1,0,1} y

1 1 1
<3)\/1—(1—x2)§\/1—x2

f/($) _ 3arcsen(\/17:p2)ln (-2I‘) —

Sarcsen(\/lfaﬂ)ln<3) T
Vi—az? o fa]
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-1 -0.8-0.6-0.4 -0- 72 04x06 08 1 /// 041 \\\
- -0.5 /, ol \\
o o |
Figura 9.1: arcsen(x) y V1 — a2
Si = 0 la funcion f(x) no es derivable:
3aTcsen(\/1—w2) _ 3arcsen(\ﬁ) 3arcsen(\/1—xz) In(3 .
lim = (0/0) = lim — tnB) _a5p3)
z—0t z—0 z—0t Vvl — 22
y
3a7’csen(\/1—:c2) _ 3arcsen(ﬁ) 3a7"csen(\/ 1—z2) In(3 .
lim = (0/0) = lim — tnB3) _ a2p0().
z—0~ z—0 z—0~ \/1‘2m
Si z =1 la funcion f(z) no es derivable:
arcsen(v/1—z2) __ qarcsen(l) 3arcsen(\/1fx2) In(3
lim 2 ’ = (0/0) = lim — 2in(3) _ _
z—1- x—1 z—1- Vvl — x?
Si x = —1 la funcion f(x) no es derivable:
3arcsen(\/1—12) _ 3a'rcsen(—1) 3a'rcsen(\/ 1—z2) In(3
lim = (0/0) = lim — 2in3) _ o

r——11 x4+ 1

z——171

Q) f@) = la? 4]
La funcion f(z) = |z*—4| es definida en R y f(z) derivable en R\{—2,2}.

si|x| > 2,

by )2
f<x>_{—2x si|z| < 2.

Si x = 2 la funcion f(x) no es derivable:
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240
lim = = limzxr+2=14
r—21 x—2 z—2+
Y 2
_ 4 —
lim = Ozhm —(x+2)=-4
r—2~ €r — 2 r—2~
Si z = —2 la funcion f(x) no es derivable:
—224+4-0
lim — "2 = lim —(z—2) =4
r——2+ T+ 2 z——2+
Y 2
4
im © Yy p o= 4
z——2- T+ 2 r——2"

e) f(l’) _ 6cosec(&’)gv)
El dominio de la funcion f(z) = e®*“) es R\ {*F k € Z} y f(z) es
derivable en su dominio.

f'(z) = =be*eG2) cosec(bx)cotan(5x).
£) f(z) = 2ectet-se4

El dominio de la funcion f(z) = 250 =347) o5 L 22 — 32 + 7 #
T+ kn,keZ}y f(x) es derivable en su dominio.

F(z) = 2@ 354D 10 (D) sec(a? — 3a + T)tan(z? — 3z +7)(2x — 3).

2) Utiliza la derivada logaritmica para calcular la derivada de la funcion

B (sen2x)?(cosba) '/ (tan(z/2))7/>
fle) = (senx)3(cos(x/3))1/4

In(f(z)) = 2in(sen(2x)) + %ln(cos(m:)) + gln(tan(g))—i—

—3in(sen(x)) — iln(cos(f)),

3

f'(z) 5 7 1 x
= deotan(2z) — ~t : — 3cot ~tan(2).
cotan(2x) 3 an(bzx) + 5 2c0s(Z)sen(Z) 3cotan(x) + 5 cm(g)
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Por tanto

f'(z) = f(x)[4cotan(2x) — gt(m(5x) + gcosec(:z:) — 3cotan(x) + 1—12tan(§)].

3) Estudia la derivabilidad de la funciéon

cos(x) six <0
flz) =4 1—2? si0<z<1
arctan(z) siz > 1.

La funcion f(x) es continua y derivable en (—o00,0) U (0,1) U (1,00) ya
que esta definida por polinomios o funciones trigonomeétricas derivables.
Ya que f(0) = 1 = lim,_o- cos(z) = lim,_o+ 1 — 2%, la funcién es continua
en x = 0.

Siendo lim,_,;- 1 — 2® = 0 y lim,_;+ arctan(z) = 7, la funciéon f(z) no
es continua en x = 1 y no puede ser derivable en este punto.

Siendo lim, g+ # = lim,_ o+ —x = 0, y lim,_o- Cas(gcﬁ =0, la fun-
cion es derivable en z = 0 con f'(0) = 0.

Se sigue que f(x) es derivable en R\ {1}.

4) Dada la funcion

siz>1.

f(:v):{ 3’2‘”2 six <1

8|~

a) Estudia su continuidad y derivabilidad.

Si x # 1 la funcion f(z) es derivable, siendo igual a funciones racionales
con denominador y su derivada distintos de cero. Por tanto es también
continua si x # 1. Siendo

3— 22 1
li =1=f(1)= lim —
xir?— 2 f( ) xi»r{l"‘ lE’
f(z) es continua en R.
Ademés,
a2 z+1 1 1
lim —2 = — lim =—1= lim £ = lim ——
z—1—- x — 1 z—1— z—1+ x — 1 r—1— T

Se sigue que f(x) es derivable en R.
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b) ;Se puede aplicar el teorema del valor medio en [0, 2]?
En caso afirmativo halla el punto (o puntos) de la tesis del teorema.
Si, podemos aplicar el teorema del valor medio en [0, 2] a la funcion f(z)
que es continua en [0,2] y derivable en (0, 2).
13
E/}Eis;e c e (0,2) tal que f'(c) = 252* = —% y ¢ no puede ser igual a 1, ya que
()= -

Sio<z<1,f(z)=—z=—fparaz=3ysil<z<2f(z)=—5%=
—% para xr = \/5
) et _ ot _ ) )
5) Halla a para que hn% 5 sea finito y calcula el valor del limite.
x

hII(l)e r—e"—x=0y hm 2? = 0. Aplicando la regla de 'Hopital,

. er—e’ -z . ae'r —e® —1

lim —— =lim ——.

x—0 ,7}2 x—0 2,7}

Ahora, hn%e x—e’ —x—a—2yhrr(1)2:r;—()
T—

Si a = 2, se obtiene una nueva forma indeterminada 0/0 y

2e%r —e* — 1 _ 4ePx —e” 3
lim = lim ——
z—0 2x z—0 2 2
Sia> 2, lim+ f(z) =00,y lim f(z)=—o0.
z—0 r—0~

Sia< 2, lim+ f(z) = —o0, y lim f(x) = +o0.
x—0 z—0—
El limite existe sélo si a = 2.

6) Halla los siguientes limites:

r—1
a) lim n(S—2)
lim, o In(<=L) = In(li —1) y, aplicando la regla de ’'Hépital,
lim, o <=L = lim, o e® = 1. Se deduce que lim,_q In(< _1) In(1) = 0.
1

)ty L 020)

x—0 xX
lim, o= Cos(x) es una forma indeterminada del tipo 0/0.
Aphcando la regla de I'Hépital, lim,_q = Cos(w = lim,_.o %ﬁr) = %
¢) lim 2

x~>0+
lim 2* es una forma indeterminada del tipo 0°.
z—0t

lim zin(z)

lim 2% = lim e*™®) = gz—0*

z—0t z—0t
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Aplicando la regla de I'Hopital,

l 1
lim zin(z) = lim nS:z:) lim /T _ lim —x = 0.
z—07F z—07F p z—07t 1/.CE2 z—07t

Se sigue que wlir& ¥ =1.

d) lir% (cosz)"**
lim,_o(cosz)"/** es una forma indeterminada del tipo 1%° y lim,_(cosz)

. 1/22 limg_o 1 . . .
lim,_,q eln(cos)'/™" = glima—o ;3in(cos@)) e 65 una forma indeterminada del ti-

po 0/0. Aplicando la regla de 'Hopital,

1 . sen(xz) 1 1
a1 Pln(cos(m)) = - ©  2cos(z) 2
Entonces, lim,_q(cosz)"/*" = \/ié

7) La funcion f(z) = 1—22/% se anula en —1 y 1y, sin embargo, f'(z) # 0
n (—1,1). Explica esta aparente contradiccion al teorema de Rolle.
f(z) es continua en [—1, 1] pero no es derivable en z = 0.

8) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) =
e” 4+ In(z + 1) en el punto (0, 1)

fO)y=1, flz)=¢€"+ z_-i-l’ f(0) =2.

La ecuacion de la recta tangente por (0, 1) es y(z) = f'(0)x+f(0) = 2z+1.

9) Demuestra la identidad arctan( ) +arctan(1l/z) = =7 /2, x <O.
Sea f(z) = arctan(z)+arctan(L). Entonces f'(z) = 1+11 (—%)=0

y f(z) es constante. Siendo f(—1) = 2arctan(—1) = —7, la identidad esta
verificada.

10) Una camara de television esta situada en la tierra a una distancia de
4000 pies de la base de lanzamiento de una astronave. La astronave sube
verticalmente y su velocidad es 600 pies/s cuando ha subido 3000 pies.

a) Halla la tasa de cambio de la distancia entre la astronave y la caAmara
en ese instante,

Sean (ver Figura 9.2) AB = y(t), BC = 4000, AC = x(t), alfa—q.

Entonces y2(t) = (4000)? + 22(t) y 2y(t)y (t) = 2z(t)2'(t). Se sigue que

y'(t) = %ﬁ;m Cuando z(t) = 3000 pies, z'(t) = 600 pies/s, es y(t) =

V16106 +9-106 = 5-10° e y/(t) = 18010 — 360 pies/s,

1/2? _
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Figura 9.2: A—astronave, B—base de lanzamiento, C—camara, alfa—angulo
o)

b) Si la camara esta siempre enfocada en la astronave, jcudl es la tasa de
cambio del d4ngulo de elevacion en ese instante?

cos(a(t)) = % y sen(a(t)) = %, derivando la primera expre-

., . . o '(t) _ y'(#) 4000  __

ilo%?:; Z?tlerf)})o ;jen(a(t));%’(f) = —4000z5 = (1) = Fh ey =
_ _ 4810~

PO o0 = yoew =5 rad/s.

11) Un objeto se mueve de forma tal que su velocidad v esté relacionada
a su desplazamiento s por medio de la ecuaciéon v = /2gs + ¢, donde g y ¢
son constantes. Verifica que la aceleracion del objeto es constante.

a(t) = 2gs'(t) _ _ 2gv(t) _

2\/295(t)+c 2v(t)

12) Calcula el polinomio de Taylor de grado n = 3 en el origen de la
funcion f(z) = e* In(1 — z).

fa) = (1l ), fx) = en(l —2) — £ = f(x) — ",

1 1 2—=x
(2) _ ! oz oz _ 7 T
fo@) = flz) —e'v— s () it

1—ap 1—a)

Entonces, f(0) =0, /(0) = —1, f@(0) = =3, f3(0) = -8 y

4

Ps(f,0) = —x — gx2 — §x3.

13) Escribe la formula de Taylor de orden n alrededor del punto a = —1

de la funcion f(x) =1/x.
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flay=1=27" fl(z)=-22% [fO@)=2273 [O@)=—-62""
En general,

FO@) = (17mla )y f-1)= -1 f(-1) =
Por tanto, P,(f, —1) = — > p_,(z + 1)k

14) Representa graficamente la funcion

f(a) = 122 + 1| siz <1

VT a2 —20+4 siz >l
—2r—1 six<—%,

flz)=<92z+1 si — 1 <x<1,

r? —2r+4 siz>1.
El dominio de f(x) es R, lim, 1o f(z) = 0.
f(x) no es derivable en © = —3 ya que la funcion |z| no es derivable en z = 0.
Es continua en x = 1 ya que lim,_,-2x+1 =3 = f(1) = limy_1+2?—22+4.

limxﬂlf% =2y limmﬂﬁﬁ_ig’# = 0. Se sigue que f(z) es derivable
en R \ {_57 1} y
—2 siz < —%,
f(z)=1<2 si— 3 <a<l,

20 — 2 six > 1.

Siendo f’(z) # 0, los unicos puntos criticos son —% y 1.

f'(z) <0en (—o00,—%)y f/(z) > 0en (—1,1)U(1, 00). Por tanto z = —
es un minimo relativo.

f@(z) es siempre nonegativa. Entonces f(x) es siempre convexa.

N

124

107

MR L2.®

-2 a2 0 1 2 3 2

Figura 9.3: Gréafica de f(x)
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1) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) [ de =9 +C

b) [cos(2x +1)dx = %;H)—FC'

¢) [ sec*(x)dx = tan(z) + C

d) [ cosec®(x) dx = —cotan(x) + C

e) [ cosec(z)cotan(z) dv = —cosec(x) + C

f) fcotan( )dx = In|sen(z)| + C

&) [ f(@)sec(f())tan(f(z)) dx = sec(f(z)) + C
) [ = f (m da: = arcsen(f(x)) +C

2) Para todo n € N sea
I, = /x e “dx.

Ly = —a" e+ (n+1)I,

Verifica que

y calcula [zte"dz.

Vn € N I, = [ 2"e " dx, ahora integrando por partes I, 41 obtenemos:

JS— /x”He_z dr = —a" e + /(n + 1)z"e

= —a"e "+ (n+ 1),
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I = / vle ™" dr = —ate " + 4l = —xte " + 4(—xde " 4 31,)
= —ale™ —dx’e ™ +12(—2%e " 4+ 21))
= —ale™ —4r’e™ — 122%e7" 4+ 24(—xe " + /e_r dx)

= —e (2t + 42 + 1227 + 2472 +24) + C

3) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a)

sen’(x)

4
/sen?’(q;)cos(x) dr = /t3 dt = tz +C = 1 +C,

donde t = sen(z) y & = cos(z).

b)
/senQ(m)cos2(m) der = / 1= 638(23;) Lt CZS<2$) dr = i/l — cos*(2z) dx
1 5 1 [1—cos(4x)
= = 2 — - =)
4/sen(x)d:c 4/ 5 dx
1 sen(4x)

4) Verifica las siguientes identidades:

a)

25

/de — /2x21()+5x411 dx

Iz
40

= 1—9]}% —|—4£L'%+C

N
/i/idx:2/etdt:2e\/5+0

donde t = \/z y dt = ﬁidzp
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e’ dt -
/1+62$ dm:/—1+t2 = arctan(e®) + C
donde t = e” y dt = e*dx

d)
/ii;dz:/lﬂL%H::1:—|—3ln(|x+2|)—|—0
e)
(/v%+%%i§:i/v§:xi;3dx:§@g—@—3ﬁ)+0
)
dﬂl’ 1 t_2 1
/ (@)~ ) B8NS T O Ty T

5) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a)

5ax® — 3zt +23x — 12 3 5 3 2
/x vt e der = /5x—3+ < dx:—x2—3m—|——/—x

xt 44 zt+4 2 2 ) xt+4
d 4 3 z?
= v —3m+1arctan(?)+0
b)
—x? 42z +1 —2? 42z +1
—————dr = | —————dzx
3+ 222 4 x(x+1)2
-2 +2x+1 A+ B n C  Ar*+2Ar+ A+ Bx*+ Bx+Cu
r(z+1)2 x4+l (x+1)2 x(r+1)2
 (A+B)2*+(2A+B+C)z+ A
B x(z+1)2
2A+B+C =2 C=2

A+B=-1 B=-2
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/—x2+2x+1d /1 2 2
————dr = - — x
z(z + 1)? r r+1 (x+1)2

2
= In(ja]) ~ 2n(jz + 1) = —— +C

c)

1 [32% +42*+ 32— 1
/3x3+4x2+3x—12x4+2x2dx:—/ i e dz
2 x?(x2 4+ 1)
3z +42°+3r -1 A B+C’x—|—D_Ax3+Ax+Bx2+B+C'x3+Dx2
22(x? + 1) v 22 2241 z2(x? + 1)
(A+C)a® + (B+ D)x* + Az + B
x2(2? + 1)
A+C=3 C=0
B+ D=4 D=5
A=3 A=3
B=-1 B=-1
1 /3 1 5
/3x3+4a:2+3x—12:c4+2x2d:c = —/———~|— dx
2) x 22 2241

= %(3ln(|m]) + % + barctan(z)) + C

6) Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) Integramos por partes,

5) 25
/5x(3x+5)‘édx = 5x(ﬁ(3m+5)g)—2—7/(3x+5)gdx
25 9 125 14

b) Integramos por partes,

332 x
/35369”2 de = /xQ(zel’Q)dx:xQ% —/Qx%da:
22

2 2 2

T 2, x T
(& 2 xr-e &
= — [ e dx = -~ 4+C
5 /xe T 5 2—|—
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c¢) En este problema vamos a integral por parte dos veces

2
/arcsenz(x)dx = zarcsen’(r) — M ”

V1—a?
= zarcsen®(x) + 2arcsen(r)V1 — a2 — 2/ dx
= zarcsen®(x) + 2arcsen(x)V1 — 22 — 2z + C

7) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a)
/\/_—\/_ /a:z—xs’

ahora hacemos el cambio de variable t = 26 = dt = tz7¢ = da = 6t°dt y
obtenemos:

dz £ t3 1
= 6 ——dt=6 dt=6 [ 2 4t+1+——dt
/xé_xé /t3—t2 /t—l MR

= o Dm0 =60 Y E (R 1)+ O

dx dt 1 1
/61‘—1 = /(t+1)t_/2—H—ldt—ln(|t|)—ln(|t—|—1|)+0

= Inle* —1|—az+C

=)

Para resolver la integral hicimos el cambio de variable t = e* — 1 = dt =
e“dr = dr =

c)

+1

/ g / ~__22d

——dr = | ——=a"dx

Vaz+1 v +1

ahora hacemos el cambio de variable t = Va2 + 1 = dt = ++1dt y obtene-
mos:

2 _ 2.4 1)3
/t La =TTV e

t 3
d)
T xdx t
_ = = dt = arctan(vz? —-1)+C
/ ovVa? — 1 2222 — 1 / 2+ 1)t ( )
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donde t =22 — 1y dt = \/I“Ei_ld:v.
e)

In(In(z)) , [In(t) ,  In*(t) _ In*(In(x))
/—xln(ac) d:z:—/ ; dt = 5 +C’——2 +C

donde t = In(z) y dt = 2dx
f)

/eﬁdt:2/tet:2tet—/26tdt:2tet—26t+C:2eﬁ(\/5—1)—|—C

donde t = \/z y dt = ﬁgdx = dx = 2tdt
g)

/de _ /—M(—sen(x))dx _ /w(—sen(x))dx,

1 + cos?(x) 1 + cos?(x) 1 + cos?(x)
ahora hacemos el cambio de variable ¢t = cos(x) = dt = —sen(x)dx y obte-
nemos:

cos?(x) — 1 2 —1 2
(= dr = dt = [ 1— dt
/ 14 COSQ(I)( sen(z)) d / t2+1 / ?2+1

= t—2arctan(t) + C = cos(x) — 2arctan(cos(x)) + C

8) El area comprendida entre las graficas de dos funciones continuas y las
de rectas x = a y x = b es igual a

/ f(2) — g(x)| da

) Halla el area comprendida entre la grafica de las funciones f(x) =z
x) =\

b) Halla el drea comprendida entre la grafica f(r) = 2* —323422% —2+1
y su recta tangente en el punto z = 0.

)
/ £(z) — g(a)] da

a 2

y 9
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Los puntos (x,y) de interseccion de las dos graficas son tales que:
P=Vvr=sit=r=2t-r=0=20"-1)=0=>0=0,=1
Como en el intervalo [0, 1] se verifica que /z > 22,

' ! 2 3 .’L‘31 1
A:/‘xz_\/;’dl':/\/E—x2dx:—gj2__ ——
0 0 3 31, 3

b) La recta tangente a f(z) en x = 0 tiene ecuacion igual a y = f'(0)z +

f(0),
fl(x) =42 — 922 + 4o — 1 = f/(0) = —1

ademas f(0) = 1, por tanto y = —x + 1.
Los puntos de interseccion de las dos graficas son (0,1) y (z,y) tales que

' —3*+ 20 —z+1=-2+1 = 2" -3 +20°=0=2%(2"-3r+2)=0
= *r—-1)(z-2)=2=02=1 =2

En [0,1], z* =323 +222 —2+1 > —z+1yen [1,2], 2* =323+ 222 —2+1 <
—x + 1. Entonces

2 1
A = /|x4—3x3—|—2x2—x+1—(—x+1)|dx:/ ot — 3% 4+ 22° dw +
0 0

! 2 3zt 228 |
+ (=
0 5

2 5 4 3
4 3 9 x 3T 2z

+ -2+ 32" —22°dr = — — — + —
/1 x x T dr = 1 3

9) Calcula el siguiente limite asociandolo a alguna integral definida:

n n n n

].

B g R By R e

n n n 1 — n?
+ +t ———]=1lim -y ——
n24+1 n?24+4 n2+n2] nimn;nQ—H{;Q

lim, oo |

1 & 1
= lim — _ .
"*“”; 1+ (k)
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Esta es una suma de Riemann para la funcion integrable f(z) = < Jrlx2 asociada
a la particion uniforme P, = (0, %, %, ..., 1) del intervalo [0, 1] y a los puntos
(C1,C9y ey ) = (%, %, .., ). Por tanto,
1< 1 | s
lim — Y —— = / dr = arctan(z)|) = ~
MLy T :

10) Deriva la siguiente funcion:

x3 et
Fla) = / Cawto

2

Por el TFCI, siendo %t continua si t # 0,

11) Si la funcién g(t) viene definida mediante la ecuacion

lg(t)|?
= [ 0

X

calcula ¢'(t) en términos de g(t) y (¢7!)'(x).

g(x)?
L / sen(x) ”
1

X

Derivando la ecuacion se tiene

sen(g(t), o sen(g?(D)
1= gz—(t) g(t)g'(t) = 2W9 (t)
Entonces )
Ty g
90 = 5 sen(?(@)
Ahora,
L 2sen(g(g (1) 2sen(®?)
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12) Estudia la convergencia de las integrales impropias siguientes:

a)
/ 6_xd$:/ e_xdx+/ e "dx, (ceR)

/ e “dr = lim e dr= lim (—e™®)

= lim (e “+e ) =00

d——00

La integral diverge.
b)

/O 1 In(z)dr = lim lln(ac) dx = lim {xln(mﬂi - / lldx} = lim [—cln(c) — 1+ ]

c—0t /. c—0t c—0T
1
—In(c —=
= lim 1()—1zhm—‘f—1:hmc—1:—1
c—0t - c—0t —= c—0t

La integral converge.
c)
dr = lim

e x T
o — ——dx
/0 va2+5 c—oo Jo Va2 +5

¢ T
—dx
/0 Va2 +5

Para resolver la integral hicimos el cambio de variables t = V22 +5 = dt =
(2?2 + 5)"32zdx = xdr = S¢2dt
Como 5
Clirglo Z[(CQ + 5)% — 5§] =00

la integral diverge.
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210 CAPITULO 10. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES 1999-2000

Universidad
Rey Juan Carlos  Bases de Matematicas (1999-2000)

Soluciones del examen de nivel

1) Sea N el conjunto de los nimeros naturales y sean A y B los dos
conjuntos definidos por:

A={reN:2?2+2xr-3=0} y B={-3,-1,0}.

Se verifica que:
a) AUB={-3,-1,1}

b) ACB
c) ANB={1}
d) A\B = {1}

La respuesta verdadera es la d): el conjunto de los elementos de A que
no son elementos de B es {1}.

2); Cuéles de las siguientes figuras son el grafo de una funcion de la va-
riable x7

.Cuéles son el grafo de una funcion inyectiva? (Responder debajo de
cada grafica una de las siguientes opciones: FUNCION |, NO ES FUNCION,
FUNCION INYECTIVA).

a) b) -1 -08-06-04-02 0 02 04x06 08 1 C)

a) FUNCION b) FUNCION ¢) NO ES FUNCION
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3) Sea R el conjunto de los ntimeros reales y sea C = {z € R: [2* — 1] <
2}.
Se verifica que:
a) C ( V3,v/3)
—00, =V/3) U (v/3,00)

La respuesta verdadera es la a): |72 — 1| <2 <= —2< 2’ -1 <2 <
—1<2? <3< |z| < V3.

4) Sea {x, }nen la sucesion definida por x, = %, (n>1).
Se verifica que:
a) limz, = —1

n—oo

b) lim x, no existe

n—oo

¢) limz, =0

n—oo

d) limz, = —o0

n—oo

La respuesta verdadera es la ¢): 0 < |z,| =1 y lim < =0.
n—oo

5) Para todo ntimero real x, sea f(x) = (z2—1)3. Si Df(z) es la funcion
derivada de f(x), se verifica que:
a) Df(x) =3(2z — 1)*
b) Df(x) = 6$(93 - 1)
¢) Df(x) =3(2* - 1)
d) Df(x) = (2* — 1)?

La respuesta verdadera es la b): por la regla de la cadena,
Df(z) = 3(2* — 1)*2z = 6z(2* — 1)

)Sea[—fox — 1 du.
Se verifica que:

a) I =1

b) I =0

o)==

4=

La respuesta verdadera es la b):

I= x4——dx—[%—%x](l):%—%:().
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Gestion) Soluciones del Primer Examen Parcial A

Fecha: 23 de Noviembre de 1999 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sean A,B y C tres conjuntos. Se verifica quer ANBNC
=ANB
a) nunca
b) siempre
c)solosi A =B =C
d)sdlosi AUBCC
e)sdlosi ANBCC

La respuesta verdadera es la e) :

para todo conjunto C, ANBNCCANByANBCANBNCsiy
s6lo si todo elemento de A N B es también elemento de C, es decir, si y solo
si ANBCC.

2) (1 punto) Sean A — {a,b,c,d,e}, Ng — {1,2,3,4,5,6} y

f A

cn»—w;oq;wmz

—
—
—
—
—
—

QO QU O e
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Se verifica que :

a) f mno es una funciéon

b) f es una funcion inyectiva

¢) f es una funcion sobreyectiva

d) no existe g : Ng —— A tal que go f=Idy

e) f71({6}) = {2}

La respuesta verdadera es la b):

cada elemento del dominio tiene una tnica imagen y se puede verificar
directamente que

si f(x) = f(y), se sigue que x=y.

3) (1 punto) Definiciéon: Sea A un conjunto no vacio.  Una rela-
cion de equivalencia R en A es una relacion binaria en A  refleriva,

_____________ y . _______-
Para completar correctamente la definiciéon anterior hace falta anadir las

palabras ( no teneis que justificar vuestra respuesta):
a) antisimétrica, transitiva
b) no se puede completar la definicién correctamente
¢) transitiva, simétrica
d) simétrica, total

La respuesta verdadera es la c).

4) (1 punto) Explicar el motivo que hace que la siguiente proposicién no
sea verdadera.
Proposiciéon: Toda sucesion de niimeros reales acotada es convergente.

Ejemplo : la sucesion {x,}neny = {(-1)"}nen esté acotada por 1y es
divergente.
5) (2 puntos) Sea {a,},.y la sucesion de niimeros reales definida por

a] = 1
ns1 = 3(an +5) Vn >1

Se verifica que :
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wloo

54

) {@n}, ey €stéd acotada por arriba por 2 y converge al valor
b) {an},cy esta acotada por arriba por 3 y converge al valor
¢) {an}, ey esta acotada por arriba por 3 y converge al valor 3

: 5
d) {an},cy €s decreciente y converge a

o jowo ot

La respuesta verdadera es la b) .

1) {an}, ey esta acotada por arriba por 3 (por induccion):

ap=1<3 y si a,<3,sesigue que a,41 = %(an+5) < %(3—1—5) =
<3.

2) {an}, .y es creciente (por induccion):

ay = 2 2> a1 y Sl Quy1 = ap, Se sigue que  dppo = %(an—&—l +5) >

%(an +5) =anpy1-

Entonces {ay}, oy es convergente. Sea a = lim a,.
n—oo

Ya que a1 =3(a,+5) Yn>1, a=3i(a+5) y a=3

6) (2 puntos) Sean {au},e = L1+ 2 Fhucw ¥ (duen = L
Se verifica que :

a) {bn},ey es divergente

b) g, o =Ve y Jig bu=oo

¢) log,(lim a,)=—-%y lim b, =0

d)  {an},cy es divergente

La respuesta verdadera es la c):

n 1 _
lim a, = lim (14 21)7¢ = lim ¢/ ——— = Vel=co , entonces
log,(lim a,)=—¢%
U 5
@29 = lim =0<L

Vn>1, b, >0y lim 22 = lim ) —
- Vot b T ala(nt )l 5 nteon 4

Por el criterio del cociente, , .. b, =0.
7) (2 puntos) Sean A y B dos subconjuntos de R acotados. Entonces,

)
a) AU B esté acotado y sup(A U B) = maz{sup(A),sup(B)}
b) AN B esta acotado y sup(A N B) = maxz{sup(A),sup(B)}
¢) en general, AU B no esta acotado
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d) en general, AN B no esta acotado

La respuesta verdadera es la a).

Sean () y C5 dos constantes positivas tales que Va € A,| a |< C) y
Vb e B,| b |< Cy. Entonces Vo € AU B, | z |< max{Cy,Cy} y AUB esta
acotado.

Ademés,

1) ya que sup(A) es una cota superior de A y sup(B) es una cota
superior de B,

mazx{sup(A),sup(B)} es una cota superior de AU B.

2) y < maz{sup(A),sup(B)} =y <sup(A) 6 y<sup(B)=Ja€ A
talque y<a 6 db€ B tal que y<b=—dre€ AUB tal que y < x.

Se sigue que sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.

Bonus:(0.5 puntos) Si = e y son ntimeros racionales, se verifica que
T +vy y xy son nimeros racionales

a) siempre

b) nunca

¢) en general, x +y no es racional
d) en general, xy no es racional

La respuesta verdadera es la a).
Sean x =1L e y="2 (p,p, €Z, g1, € Z—{0}).

q1 q2
Entonces, « +y = 29212201 og pracional, pués que pigs + poqi € Z ¥

q192
g2 € Z — {0}.
Ademaés, zy = % es también racional, pués que p1ps € Z 'y qiqo €
Z —{0}.
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas (tarde) Soluciones del Primer Examen Parcial A
Fecha: 23 de Noviembre de 1999 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Definicién: Sea A un conjunto no vacio. Una relacion
de orden R en A es una relacion binaria en A ,
y transitiva.

Para completar correctamente la definicion anterior hace falta anadir las
palabras ( no teneis que justificar vuestra respuesta):
a) no se puede completar la definicién correctamente
) antisimétrica, reflexiva
) reflexiva, simétrica
) reflexiva, total

Ao o

La respuesta verdadera es la b).

2) (1 punto) Explicar el motivo que hace que la siguiente proposicion no
sea verdadera.
Proposicién: Toda sucesion de niimeros reales acotada es de Cauchy.

Ejemplo : la sucesion {x,}nen = {(-1)"}nen esté acotada por 1y es

divergente, entonces no puede ser de Cauchy.

3) (1 punto) Sean A,B y C tres conjuntos. Se verifica quer A UB U C
=AUB
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a) nunca
b) siempre
¢)sdlosi AUBCC
d)sélosi CCAUB
e)solosi AUB=C

La respuesta verdadera es la d):

para todo conjunto C, AUBCAUBUC y AUBUCCAUB
si y solo si todo elemento de C es también elemento de A U B, es decir, si y
s6losi C C A UB.

4) (1 punto) Sean f, g, h las tres funciones de Z en Z definidas por

flz)=2+4+1, g(z)=06zx, h(x)=2z+6.

Se verifica que :

a) gof=fog

b) goh=hog

¢) f,gy h son todas inyectivas

d) f,gy h son todas sobreyectivas
e) gt ({3}) = {0}

La respuesta verdadera es la c):
fe)=fly) er+l=y+tlea=y
g(x) = g(y) & bz =06y <z =y
hz)=h(y) ©x+6=y+6x=y

5) (2 puntos) Sean A y B dos subconjuntos de R acotados. Entonces,

a) AU B esta acotado y inf(AU B) = min{inf(A),inf(B)}

b) AN B esta acotado y inf(AN B) = min{inf(A),inf(B)}

c¢) en general, AU B no esta acotado

d) en general, AN B no esta acotado

La respuesta verdadera es la a).

Sean Cp y C5 dos constantes positivas tales que Va € A,| a |< C) y
Vb e B,| b |< Cy. Entonces Vo € AU B, | z |< maz{Cy,Cy} y AUB esté
acotado.

Ademas,
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1) yaque inf(A) es una cota inferior de A y inf(B) es una cota inferior
de B, min{inf(A),inf(B)} es una cota inferior de AU B.

2) y > min{inf(A),inf(B)} =y >inf(A) 6 y>inf(B)=—Jac A
talque y>a 6 b€ B tal que y>b=— dr € AUB tal que y > x.

Se sigue que inf(AU B) = min{inf(A),inf(B)}.

6) (2 puntos) Sean {an}, .y = {(1+ @)”}%N Y {bn}nen = {Z7 Fnen.
Se verifica que :
a) {an},cy es divergente y lim b, =0

n—oo

b) {an},cy s convergente y  {b,}, o es divergente
) {@n},cy s divergente y  {b,}, .y es convergente
) {@n},en €s convergente y  lim b, =0

n—oo

e

La respuesta verdadera es la d):

1 .17
lim a, = lim (1—1—%)”: lim {(1_,__)2} — o2

n—oo

b 3n+1 \ 3
Vn>1, b,>0 y lim Z—“:hm o — lim =0<1.

Por el criterio del cociente, lim b, = 0.
n—oo

7) (2 puntos) Sea {ay,},y la sucesion de numeros reales definida por

ap = 1
g1 = 1(an +7) Vn > 1

Se verifica que :
a) {an},cy esta acotada por arriba por 2 y converge al valor
b) {an},cy esta acotada por arriba por 3 y converge al valor
c) {an},en esta acotada por arriba por 3 y converge al valor
d) {an},cyes decreciente y converge a

QO o~ I~

Wl

La respuesta verdadera es la b) .

1) {an}, ey esta acotada por arriba por 3 (por induccion):

a1 =1<3 ysi a,<3,sesigueque a1 =3(a, +7) <1(3+7) =
10
- < 3.
4
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2) {an},cy es creciente (por induccion):

as = 2 > a1 y Sl Qupy1 > ay, Se sigue que apio = i(anﬂ +7) >
1
(a0 +7) = any1.

Entonces {an}, oy es convergente. Sea a = lim a,,.

n—o0

Ya que aTL-‘rl:i(an—’_?) VnZl, CL:%L(CL—F?) y a:%,

Bonus:(0.5 puntos) Si z e y son ntmeros irracionales, se verifica que
T 4y y xy son numeros irracionales

a) siempre

b) nunca

¢) =+ y no es necesariamente irracional

d) xy es siempre irracional

La respuesta verdadera es la c).
Sean = =12 e y=—/2. Entonces, x4y =0 es racional.
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informética de Gestion Soluciones del Sequndo Framen Parcial A
Fecha: 12 de Enero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por ocho problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sea a un nimero real positivo. Utiliza el teorema del valor
intermedio para demostrar que existe un ntimero positivo  tal que 2% = a.
( Es decir, para demostrar la existencia de la raiz cuadrada de a ).

La funcion f(x)=x? es continua en [0,00) y f(0) =0<a, fla+1) =
(a+ 1) = a> 4+ 2a = 1 > a. por el teorema del valor intermedio, existe
zo € (0,a+1) tal que f(zg) =22 =a.

2) (1 punto) Sea ¢ :(—1,2) — R una funcién tal que Vz € (—1,2)
lg(z)] <% y sea f:(—1,2)—— R definida por f(z)=xz%g(z). Halla
lim f(z).

x—0

Para todo z € (=1,2) , |f(z)| = |22g(x)| = 2?|g(x)| < %
Entonces Vz € (—1,2), —% < f(xr) < %. Aplicando el teorema del
sandwich se obtiene que liH(l) f(z) =

N

3) (1 punto) Completa la siguiente
Definicion. Sean A un subconjunto no vacio de R, f: A — R una
funcion y xo un punto de acumulacion de A. Entonces lim f(z) = oo

T—To

si Ye>0,36d(e) >0 tal que para todo x € A tal que 0 < |z —xo| < d(e),
f(z) >e.
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4) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

,Puedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]7

La funcion f es continua en (0,1}, ya que es el cociente de funciones
continuas y sen(z) # 0 en (0,1]. También es continua en [-1,0), ya que es
composicion de funciones continuas. Ademés, lim f(z) = lim sen(2z) =0

z—0~ z—0~

cos(z)—1
: o 0 : o
y xll,%l+ f(z) = xlirél+ ) =1 0. E Entonces ilirll) f(z) =0= f(0).

xr
El intervalo [-1,1] esta acotado y es cerrado, f(z) es continua en [-1,1],
se sigue que f(x) tiene méximo y minimo absolutos.

5) (2 puntos) Sea f: (1,3) — R la funcién definida por f(z) = -

rz—1"
Demuestra que existe la funcion inversa de f, f~!, y que f~! es continua en

(3,00).

1 1
Sean x,y € (1,3) tales que x < y. Entonces z —1<y—-1y —5 > —.

z—1 Yy
Se sigue que f es estrictamente decreciente. f es también continua en (1,3)

y f((1,3)) = (5,00), yaque

;= lim f(z) y oo= lim f(z).

Por el teorema de la inversa continua, la funcion f~' : (5,00) — (1,3)
es continua.

6) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:
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a) Sea {Z, fneny € R una sucesion tal que limz, =1 yVn >1, z, # 1.
22—z, +1 1

Entonces lim f(z,) = lim —%— = —. Por el criterio de conver-

n— oo n—oo X, + 1 2
_ _ Crr—r+1 1
gencia basado en sucesiones lim————— = —.
r—1 T + 1 2
b) Sea {x,}nen € R \{1} definida por Vn >1, z, =1+ .
2
Entonces limz, =1 y lim f(x,) = lim T 1= lim —2n = —oc.

no existe.

Por el criterio de divergencia basado en sucesiones, lirq
r— — X

7) (2 puntos) Sea ¢ :R+— R la funcion definida por

2r — z? si x <2
2—x si 2< <3

g(x) = r—4 si 3<zxrx<4
s si >4

Encuentra los puntos de discontinuidad de g.

g es continua en (—00,2)U(2,3)U(3,4)U(4,00) ya que es siempre igual
a un polinomio.

lim g(z) = lim 2z — 2> =0=g¢(0) y lim g(z) = lim2— 2 =0,

T—27 T2~ r—2t r—21

lim g(z)= lim2—2z=-1=¢(3) y mlir?r)l+ g(x) = leI%x —4=-1,

T—3~ T—37
li = 1l —4= li =1l =m=g(4)
Aot = fipe =4 =00y g ol = = m = ol

El tnico punto de discontinuidad de g es x = 4.

Bonus. (0.5 puntos) Contesta verdadero o falso.
Si f es una funcion definida sobre el intervalo (0,5) tal que f(1) >0
y  f(3) <0, entonces existe un nimero x entre 1 y 3 con f(z)=0.

1 si O<zx<?2

FALSO: Sea f(x):{_l i 2<z<5
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Gestion) Soluciones del Sequndo Examen Parcial B
Fecha: 12 de Enero del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por ocho problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ltimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

_ Seqf(w) si O<zx<1
f(z) { cos(2x) si —-1<z<0

Puedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]?

La funcion f es continua en (0,1, ya que es el cociente de funciones
continuas y sen(z) # 0 Vz € (0,1]. También es continua en [-1,0), ya que es la

composicion de funciones continuas. Ademas, lim f(z) = lim ol = 1.
rz—0~ r—0— 2=

x
El intervalo [-1,1| estd acotado y es cerrado, f es continua en [-1,1],
entonces tiene maximo y minimo absolutos en |-1,1|.

2) (1 punto) Completa la siguiente
Definicion. Sean A un subconjunto no vacio de R y f: A— R una
funcion.
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Entonces lim f(x)=LeR si Ve>0,30(c) >0 tal que para todo

T—00

x> d(e) |f(x)—L| >e. NOTA: Se supone que existe a € R tal que
(a,00) C A.

3) (1 punto) Sea g:(0,7) — R la funcion g(z) = cos(5-) y sea
f:(0,7) — R definida por  f(z) = zg(z). Halla lirr(l] f(z).

Para todo z € (0,7) [f(2)] = |z|lg(x)| < |z|

Entonces si z € (0,7), —|z| < f(z) < ||

Ya que liH(lJ —|z] =0 = lir%|x|, aplicando el teorema del sandwich se

obtiene que lir%f(x) = 0.
Tr—
4) (1 punto) Sea a un namero real positivo. Utiliza el teorema del valor

intermedio para demostrar que existe un ntimero positivo z tal que 2% = a.
( Es decir, para demostrar la existencia de la raiz cuadrada de a ).

La funcion f(z) = 2% es continuaen [0,00) y f(0) =0 < a, f(a+1) > a.
Por el teorema del valor intermedio, existe zy € (0,a + 1) tal que
f(xg) = 23 = a.

5) (2 puntos) Sea g:R+— R la funcion definida por

2x + x? si <2

2—x si 2< z<3

g(x) = r—4 si 3<zr<4
0 si x>4

Encuentra los puntos de discontinuidad de g.

g es continua en (—00,2) U (2,3) U (3,4) U (4,00) ya que es siempre
igual a un polinomio.

lim g(z) = lim2r + 2> =8=¢(2) y limg(z)= lim2—x =0,

T—2~ T—2~ r—2T r—2+

limg(z)=lm2—2x=-1=¢(3) y limg(zr)= limz—4=—1,

z—3~ z—3~ z—3t r—31
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li = limz—4=0 li =0 = ¢(0).
lim g(z) = lim z y  lim g(z) 9(0)

El tnico punto de discontinuidad de g es x = 2.

6) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

241 5}
v b) lim
z——11 +x

a) lim
rx—1 x

a) Sea {z,}neny una sucesion tal que limz, =1 y Vn > 1, z, # 1.

n—oo
. o2+ . .
Entonces lim f(z,) = lim = 2. Por el criterio de convergencia
n—oo n—oo xn
: _xt 41
basado en sucesiones, lim =2.
r—1 €x

b) Sea {x,}nen € R\{1} definida por : Vn > 1, x, = —1+ +. Entonces

lim x,, = —1 lim f(z,) = lim = lim 5n = oo.

no existe.

Por el criterio de divergencia basado en sucesiones, lim

r——1

7) (2 puntos) Sea f:(1,3) — R la funcion definida por f(z) = 2.

3—x
Demuestra que existe la funcion inversa de f, f~!, y que f=! es continua en
3
(3,00)-
Sean x,y € (1,3) tales que = < y. Entonces —x > —y y 3—x>3—y.

Se sigue que 3_% < 3%, es decir, que f es estrictamente creciente. f es

y
también continua en (1,3) y f((1,3)) = (2,00), ya que 3 = lir{1+f(x) y

2
oo = lim f(x).
T—3~
Por el teorema de la inversa continua, la funcion f~!: (2,00) — (1,3)

2 )
es continua.

Bonus. (0.5 puntos) Contesta verdadero o falso.
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Si f es una funcion continua definida sobre el intervalo (0,5) tal que
f(1) >0 y f(3) <0, entonces existe un namero x entre 1 y 3 con

f(z) = 0.
VERDADERO por el teorema del valor intermedio.



227

Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (tarde)) Soluciones del Sequndo Examen Parcial A
Fecha: 12 de Enero del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Completa la siguiente
Definicién. Sean A un subconjunto no vacio de R, f : A+ R una
funcion y zg un punto de acumulacion de A.  Entonces lim f(z) = L € R

T—T0
si Ve >0,3d(e) >0 tal que para todoz € A tal que 0 < |z — zo| < 0(¢),
[f(z) - L] < e

2) (1 punto) Determina si se puede aplicar el teorema del valor intermedio
para demostrar que existe una solucién de la ecuacion z* +1 = % en el
intervalo (3,1).

La funcion f(z) = 2*4+1—1 escontinuaen [3,1] y f(5) = 5+1-2<0
y f(1) =1 > 0. Poe el teorema del valor intermedio (de la raiz) existe
zo € (3,1) tal que f(zo) = af+1— % = 0. Entonces xg es solucion de la
ecuacion ot + 1 = %

3) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

[ren(o))® sio 0<a<l
5ad =222 4+x4+9 si —1< 2<0

o) ={
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iPuedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]7

La funcién f es continua en (0,1], ya que es el cociente de funciones
continuas y z? # 0 en (0,1]. También es continua en |-1,0), ya que es un
polinomio.

2
Ademas, lim f(z) = lim [M] = lim [
x—07t xz—07t x xz—07t
9= f(0).

El intervalo [-1,1] esta acotado y es cerrado, f es continua en [-1,1],
entonces f tiene maximo y minimo absolutos en [-1,1].

sen(e)]

Y =9 lim [

z—0t

4) (1 punto) Sean A un subconjunto no vacio de R, f,g: A — R dos
funciones y o un punto de acumulacion de A. Si |f(z)| < g(z) para todo
reA y x— zog(x) =0, halla z — xof(z).

Para todo x € A, —g(z) < f(z) < g(z). Ya que x — xog(z) = 0 =
T — 29 — g(),

aplicando el teorema del sandwich se obtiene que x — zqf(z) = 0.

5) (2 puntos) Sea  f:R+— R la funcion definida por

N —x si z <0

fz) = 3—x si 0< <3
N (x —3)? si 3<z<4
2 si >4

Encuentra los puntos de discontinuidad de f.

f es continua en (—o00,0) U (0,3) U (3,4) U (4,00) ya que esta siempre
definida igual a un polinomio o a la raiz cuadrada.

lim f(z) = lirgli\/—_x:O y lim f(x) = 1ir(1;1+3—x:3:f(0),

z—0~ z—0t

lim f(z) = lm3—2=0 li = li —32=0=f(3
1im (x) lm 3 —z y xlI':I))lJrf(l’) $1r§1+(:c ) f(3)
lim f(x) = li -3 =1 lim f(zx) = lim 2 =2 = f(4).

im (x) xlril_(x 3) y Im (x) Jim (4)

Los puntos de discontinuidad de f son x =0 y x = 4.

6) (2 puntos) Sea f(z) = \/51_2. Encuentra un subconjunto de los nimeros

reales A donde f se pueda expresar como composicion de tres funciones
continuas.

sen(3x)

r:
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La funcion f estd definidaen A={r €eR:2>0,\/r #2}={zreR:
x>0,z #4}. En A,

fx) = 9(vVr = 2) = g(h(v/x)) = g(h(t(r))), donde
gla) =3, hz)=2-2y t(x) =

Para todo =z € A, f=gohot, donde g,h yt son funciones continuas.

7) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

3
li b li
2 2031 — Bz ) el dy — 1
a) Sea {Zy}nen C R\{5} una sucesion tal que limz, =3 y Vn > 1,
Ty # 3.
1 1

E lim f(z,) = li S
ntonces nLH;Qf(JI ) Jim -— 37 3

Poe el criterio de convergencia basado en sucesiones, lim .
z—31 — 3w 8

b) Sea {z;}nen € R\{3} definida por: Vn > 1, z, = 1 + .

3n
E i = — i = ]lim——— = lim — = o0o.
nionces g =g ¥ ) = I g STy =
Por el criterio de divergencia basado en sucesiones, lim no existe.

14y —
x—>4

Bonus:(0.5 puntos) Sean f:(0,1) - R, ¢:[0,00) =R y h:[2,3] —
R, tres funciones tales que

f((0,1)) = (=1,5) U [7,00), ¢([0,00)) = (=00,0) y A([2,3]) = (2,5).
,Cual de las funciones f,g 6 h seguramente tiene por lo menos un
punto de discontinuidad en su dominio?

La funcion f, ya que no preserva intervalos.
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas (tarde) Soluciones del Sequndo FExamen Parcial B
Fecha: 12 de Enero del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por siete problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Hemos incluido un ultimo problema, “Bonus ”, que se valorard adicional-
mente sobre 0,5 puntos.

1) (1 punto) Sean A un subconjunto no vacio de R, f,g: A+— R dos
funciones y xo un punto de acumulacion de A. Si  |f(x) — 5] < g(x) para
todo z€ A y lim g(z) =0, halla lim f(x).

T—X0 T—x0
Para todo o € A, —g(x) < [(z) — 5 < g(x) = —g(x) +5 < () <
g(x) +5.
Ya que lim g(z)+5 = lim — g(z)+5 =5, aplicando el teorema del
r—TQ T—xo

sandwich se obtiene que lim f(z) = 5.
T—T0

2) (1 punto) Sea f:[—1,1] — R definida por

33 —22 si —1< <0

flz) = { Pl s 0<z<l

i Puedes afirmar que f tiene un valor maximo y un valor minimo en
[—1,1]7

La funcién f es continua en (0,1|, ya que es el cociente de funciones
continuas y z? # 0 en (0,1]. También es continua en [-1,0), ya que es un
polinomio.
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Ademés, li = li S _2?=0= li = li 2

emis, lip 1(s) = g 32° =" = 0= 1(0) v i (o) =l |
2

4 Tim {%} ~0.

z—0t 2x

f es continua en el intervalo cerrado y acotado [-1,1], entonces tiene
maximo y minimo absolutos en [-1,1].

3) (1 punto) Determina si se puede aplicar el teorema del valor intermedio
para demostrar que existe una solucion de la ecuacion 2% — 1 = % en el
intervalo (3,2).

La funcion f(z) = #*—1—5- escontinuaen [3,2] y f(3) = £—1-1<0
y f(2)=16—-1-71>0.

Por el teorema del valor intermedio (de la raiz), existe zo € (1,2) tal que
f(w0) = 25— 1= 5= = 0. Entonces x es solucion de la ecuacion z* —1 = 5.

4) (1 punto) Completa la siguiente

Definicion. Sean A un subconjunto no vacio de R, f: A — R una
funcion y o un punto de acumulacion de A. Entonces lim f(z) = oo si

T—Ty
Ve >0,30(e) >0 tal que para todo x € A, —0(e) <z —1x9 <0, f(z)>e.
NOTA: se supone que AN (zg— (), x0) # 0.

5) (2 puntos) Utiliza un criterio de convergencia o de divergencia basado
en sucesiones para estudiar la existencia de los siguientes limites:

1 2
a) lim b) lim

a) Sea {Z,}nen C R\{3} una sucesion tal que limz, =2 y Vn >
1z, #2.
1 1

Ent li ) = i Y
ntonces ngﬂlof(w ) e 201 3

1

Por el criterio de covergencia basado en sucesiones lim = .
z—2]1 — 2x 3

b) Sea {n}tnen € R\{3} definida por: Vn > 1,2, = & + .

cos(2z) — 1

|

2
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2 —2n
. _ 1 . _ . _ . _
Entonces, limz, = 3 y lim f(z,) = lim —————< = lim —— =
n
—00.
Por el criterio de divergencia basado en sucesiones, lirr% no existe.
z—gzl — X

6) (2 puntos) Sea f:R+— R la funcion definida por

N —x si r <0

f(z) = % — 3z si 0< <3
N (22 —1)? si 3<xz<4
4 si x>4

Encuentra los puntos de discontinuidad de f.

f es continua en (—o00,0)U (0,3) U (3,4) U (4,00) ya que esta siempre
definida igual a un polinomio o a la raiz cuadrada.

lim f(x) = xlir(I]l*\/ —z=0 'y xlg&f(x) = mlirél+x2 — 3z =3 = f(0),

r—0—

li = lim2?2—=32x =0 li = lim (22—1)2 =25 = (3
lim f(z) = lim 2”32 y  lim f(z) = lim (22 -1) f3)
li = lim (22 —1)> =49 li = lim4=4= f(4).

) = Jog (e =) o) = ==

Los puntos de discontinuidad de f son x =3 y x = 4.

7) (2 puntos) Sea f(x)= ﬁi Encuentra un subconjunto de los nimeros
reales A donde f se pueda expresar como composicion de tres funciones
continuas.

La funcion f esta definidaen A= {r € R:2>0}. En A,

f(x) = 9(2y/x) = g(h(vx)) = g(h(t(x))), donde

g(@) =1, h(x)=20 y ta)= V.

Para todo =z € A, f=gohot, donde g,h yt son funciones continuas.

Bonus. (0.5 puntos) Poner un ejemplo de una funcion f: R — R que
no sea continua al menos en un punto a € R y tal que su cuadrado, es decir,
la funciéon

f2: R — R
x o~ f(z)?
sea continua en todo R.

-1 si =<0
Sea f(:v):{ 1 si 33>_0.

f no es continua en z = 0, pero f*(x) =1 es continua en R.
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(YY)
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
Informatica de Sistemas y de Gestion Soluciones del Examen A
Fecha: 11 de Febrero de 2000
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

1) (10 puntos) Contesta VERDADERO o FALSO (en este problema

no hace falta justificar tus respuestas).

a) Si = es un namero real, entonces |x — 3| > 1 < x € (2,4). FALSO

b) La funcién f(z) = cos(x) es inyectiva en [—F, 7]. FALSO

¢) Una relacion de orden es también una relacién de equivalencia.
FALSO

d) Toda sucesion creciente y de Cauchy esta acotada superiormente.
VERDADERO

e) Toda funciéon derivable en (a,b) es continua en (a,b). VERDA-
DERO

2) Calcula las siguientes integrales: a)(5 puntos) [~ W dx b)(5

puntos) ff‘ % dx
NOTA: In(z) representa el logaritmo neperiano de x.

[

1

00 1 — | 15

a) [ smp de = lim . Zm@P
dt 1

Utilizando la sustitucion ¢ = In(z), 5> = -, se obtiene que
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c 1 _ In(e) 1 _ (e 1 __1yn(e) _ 1
I e 4 = S et dt = [T g dt = =377 = e T L
Entonces

foo—l dr = lim —

e z[n(z)]2 e H(C) +1=1.

b) Para la segunda integral se aplica la sustitucion t = y/x + 2, g—i = ﬁ% :
[ f+2 dr = [} 22(t —2) dt =2 [ ©= 4t+4dt_2f3 — 44 dat =

=28 — 4t + 41n( )i =2[8 — 16 +41In(4) — 2 +12 — 41n(3)] =
2[—— +41In(3)] =8In(3) — 1.

3) (8 puntos) Calcula el polinomio de Taylor P3(z) de orden 3 de la
funcién

f(x) = wsen(3)

en un entorno del punto xg = 0.

fW(z) = sen(%) + 1z cos(%),
f(2)( ) = 5@05(2) —|— % [COS(%) xsen(

-3 2)] = cos(%) — jwsen(%),
f®(x) = —1sen(%) — Lsen(%) + £ cos(£)] = —3sen(%) — £ cos(2).
Entonces
Py(a)=0+0-2+1-2 40 -2 =2
4) a)(8 puntos) Determina los puntos de extremos relativos y los in-

tervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(z) = 2°—=x

en [—2,00).
Respuesta: Tenemos f/'(z) = 5z* — 1y f”(x) = 202%. Estudiemos la

primera derivada.

f(x)=0 si z= iLf
, :
fllx) <0 si ze(— f\/)
fl(x)=0 si x€[-2 —2=)U(4=,0).

V5 V5
Vearnos cuanto vale la segunda derivada en los puntos criticos. f” (—%) =

Por lo tanto — \}g es un punto de méaximo local. f”( f) 20( f) > 0.

Por lo tanto % es un punto de minimo local. Ahora estudiamos la monoto-

nia: f'(z) <0 sixz€ (——4\}—5, —4\}—5) y fl(x) >0sixe|[-2, ——4\}—5) U (%@O)‘

Por tanto la funciéon es decreciente en (—%, %5) y creciente en los inter-

valos [—2,——4\}—5) y (—é—g,oo).
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Se sigue que x = —2 es un punto de minimo relativo.
Estudiemos la concavidad de la funcion:

{ f'(x) <0 si x€[-2,0)

<
f'(x) =20 si x>0

Luego la funcion es concava en [—2,0) y convexa en [0,00). x = 0 es un
punto de inflexion de la funcion.

b)(4 puntos) Siendo f(x) la funcion del apartado a), calcula el
valor de lim f(x) y representa graficamente dicha funcion.

Respuesta: lim f(z) = limz® —x = lim (z* — 1) -2 = 0

T—00 T—00 T—00
© /
2 ///
-14 1/0502J 02040698 11214
5) a)(b puntos) Estudia la convergencia o divergencia de la sucesion
ap, = 1_?_7”. Si converge halla su limite.
Respuesta: Aplicamos el teorema del cociente a la sucesién obte-
niendo:
st s+l 4 7n 14+ 7" 1 +1
Ant1 Tt (1+7m) 5L _gm
- 5n - n+l) . En n+1 ~ © 1
an o (14 77+ .5 1+7 =+ 7
. Ap+1 5)
lim -2 = Z=1[
n—oo QA 7

Como L = % < 1, entonces la sucesion es convergente y lim (a,) = 0.
n—oo

b)(5 puntos) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:
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- 3% si x> —1
flz) = il siox<—1
-3 si x=-1

Respuesta: Calculemos los limites por la derecha e izquierda y el valor de
la funcién en z = —1.

. , sen(x + 1) 0 . —3cos(z+1) -3
Jm f@) o= tm 3= = @)=t = =3
f-1) = -3
lim f(z) = lim M:_OO ( > —x+1>0 Vzr R )
z——1- z——1- r+1 y z+1<0 si z<—-1
Se tiene que el limite de f(x) en z = —1 no existe, luego la funcion no
es continua en r = —1.

Las funciones sen(x), z+1, 22—z +1 son continuas, luego por composicion
de funciones
continuas y cociente de funciones (donde el denominador no se anule):

_gsen(z+1) i 1 2?—atl ; 1
] es continua en x > y w11 ©s continua en z < .
Se sigue que la funcion f es continua en todo R salvo en el punto z = —1.
6) a)(b puntos) Calcula el siguiente limite: lim xIn(sen(x)).
z—0
cos(x)
1 - sen(x
lim xIn(sen(x)) = lim n(seln(x)) = ( OO) = lim (1) =
z—0t z—07F P o0 z—07t -z
— lim — cos(z)x? _ (9) — lim sen(z)x? — 2z cos(x) _ 0 0.
a—0+t  sen(x) 0" z—0+ cos(x) 1

b)(5 puntos) Calcula la funcion derivada de la funcion f(z) =
23
[Vt sen(t) dt.
0

Sea F(z) = z\/t_sen(t) dt, entonces f(r) = F(z%) y

fO(z) = FO(23) - 322 = 322V/23 sen(2?).
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion Soluciones del examen B
Fecha: 11 de Febrero de 2000 Tiempo: 2 horas
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen esta compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

1) a)(8 puntos) Determina los puntos de extremos relativos y los in-
tervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion — f(z) = xe”
en [—2,00).

Respuesta: Tenemos f'(z) = e*-(1+z)y f"(z) = e"-(2+x). Estudiemos
el valor de la primera derivada.

f'(x)=0 si r=-1
f'(z) <0 si x € [-2,-1)
fl(x)>0 si x € (—1,00)

Veamos cuanto vale la segunda derivada en el punto critico: f”(—1) =
1>0.

Por lo tanto —1 es un punto de minimo local. Ahora estudiamos la
monotonia: la funcion es decreciente en el intervalo [—2, —1) y creciente en
el intervalo (—1, 00).
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Se sigue que = = —2 es un punto de maximo relativo.

Estudiemos la concavidad de la funcion: f"(x) = e*-(2+z) > 0 si
T € [—2,00),

luego la funcién es convexa en [—2, 00).

b)(4 puntos) Siendo f(x) la funcion del apartado a), calcula el valor
de lim f(z) y representa gréaficamente dicha funcion.

Respuesta: lim f(z) = limz - e® = 0o

r—00 Ir—00

. /
10 /"
8 /

6 /

2 /

e )
2) a)(5 puntos) Estudia la convergencia o divergencia de la sucesion

on

an = Tign- Si converge halla su limite.

Respuesta: Aplicamos el teorema del cociente a la sucesion obteniendo:

Uiy o 27 (1437 201437 k41
a, 13—7;” (1_|_3n+1).2n 1+3n+1 3%4_3
1
L4102
lim 22 ===

Como L = % < 1, entonces la sucesion es convergente y lim,, .. (a,) = 0.

b)(5 puntos) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:

cos(z—2)+1 .
{ — si x<?2 .

222z :
P si x>2

fz) =
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Respuesta: Calculemos los limites por la derecha e izquierda y el valor de
la funcion en x = 2.

cos(x —2) + 1

f@=0 lm flo)=lp =2 >
x? — 2
i = i =0
xigh f(x) zigi T+ 2

Se tiene el limite de f(z) en x = 2 no existe, luego la funciéon no es
continua en xz = 2.

Las funciones cos(z),r — 2,x + 1,2°> — 2z, 2 + 2 son continuas, luego
por composicion de funciones continuas y cociente de funciones (donde el
denominador no se anule):

% es continuasi r<2 vy xijéx es continua si x> 2.

Luego la funcion f es continua en todo R salvo en el punto x = 2.

3) (10 puntos) Contesta VERDADERO o FALSO (en este problema no

hace falta justificar tus respuestas).

a) Toda sucesion creciente y acotada superiormente es de Cauchy.
VERDADERO

b) La funcion  f(z) = sen(z) es inyectiva en  [—7, 7]. VERDA-
DERO

c¢) Una relacion de equivalencia es también una relacion de orden.
FALSO

d) El namero e es irracional, pero puede expresarse como limite de
una sucesion de nimeros racionales. VERDADERO

e) Toda funciéon continua en [a,b] es derivable en (a,b). FALSO

4) Calcula las siguientes integrales: a)(5 puntos) fog zcos(2z) dr b)(5
puntos) [; —— dx.

z4/In(z)

NOTA: In(z) representa el logaritmo neperiano de x.

a) Utilizando integracion por partes con f(x) = z, g/(z) = cos(2z) y

g(x) = %(Qx),se obtiene que
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1 JoF zcos(2x) dr = xse”(h f02 86"2 2 dr =0+ 1 Cosg z) 2=-1-1=
~L
f1 N dr = hm N \/_
Se puede utilizar la sustltu(:10n t =+/In(z), dm ( ) :
fjwln_ fx—lnCth_Q —4/In(
Entonces [/ 1 ( ) dr = lim 2(1 — y/In(c
z/In(z 1+
5 5 puntos) Calcula el siguiente limite: i : !
) a)(b puntos) Calcula el siguiente limite: lim { — () )

Operando dentro del corchete, y aplicando después L’Hopital

_ x 1 . (zrln(x)—z+1 0 . (In(z)+1-1
lim|{ —— — —— ) =lim =(=-)=lm|——— ) =
e—1\z—1 In(z) a—1\ (z—1)In(z) 0" =1\ In(z)+ ==

1
0, .. 1 1 '
@t (rvim) =

xT

b)(5 puntos) Calcula la funcion derivada de la funcion f(x) =

(x)
P cos(?) dt.

Sea F(x)= [ cos(t?) dt. Entonces f(x)= F(cos(z)) y

fD(z) = FM(cos(x)) - (—sen(x)) = —sen(x) - cos(cos?(x)).

6)(8 puntos) Calcula el polinomio de Taylor P3;(z) de orden 3 de la
funcion f(x) = xze™* en un entorno del punto xy = 0.

fW(z) =e® —ze®,

fA(z)=—e" —[e® —we™®] = —2e" + xe7?,

fO(z) =2+ [e7® — 2] = 3™ — ze 7.

Entonces Ps(z) :0—|—1-x—2-%2+3-%:x—x2+%3.



241

Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion Soluciones del examen de Septiembre
Fecha: 5 Septiembre de 2000 Tiempo: 2h y 30min
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estda compuesto por 7 problemas y se valorard sobre 100 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no con-
testadas. Podéis consultar apuntes, pero no estia permitido el uso
de calculadoras. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es
preciso copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de
examen que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 50 puntos su-
pondrd una calificacion de suspenso en la asignatura.

1) (14 puntos: 2 puntos para cada apartado) Contesta VERDADERO
o FALSO .

En este problema no hace falta justificar tus respuestas.
a) Si  es un nimero real, entonces [3z — 1| < 2 & x € [F, 1].

SOL: verdadero. |3z — 1| <2 = |z — | < 2. Entonces la distancia entre
Ty % tiene

que ser menor o igual a %

b) La funcion f(z) = 32> —x es inyectiva en [0, 1].
SOL: falso. En [0,1], f(z)=32>-2=2B8x—-1)=0 si =0 o
r=1.
c¢) En el conjunto Z de los ntimeros enteros, sea R la relacion definida
por
Ve,y € Z, rRy <= 2x — 2y = 3k, donde k es un cualquier niimero
entero.
Entonces R es una relacion de equivalencia.

SOL:verdadero. Es reflexiva (Vx € Z, xRx), simétrica (Vz,y € Z,
TRy = yRx) y

transitiva (Vz,y,z € Z, xRy e yRz = xRz).

d) Toda sucesion decreciente de Cauchy esté acotada superiormente.



242 CAPITULO 10. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES 1999-2000

SOL:verdadero. Toda sucesiéon de Cauchy es convergente. Entonces esta
acotada
superiormente e inferiormente.
e) Sea f(z) es una funciéon continua en el intervalo [0, 1] y derivable
en (0,1).
Si f(0) =2y f(1) =5, entonces existe ¢ € (0,1) tal que Df(c) = 3.
SOL: verdadero. Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [0,1] y
derivable en (0, 1),
por el teorema del valor medio, existe ¢ € (0,1) tal que Df(c) =
fW-1O) _ 3
1-0
f ) Si una funciéon es Riemann-integrable en un intervalo acotado,
entonces es continua en dicho intervalo.

SOL: falso. La funcion f(z) =

1
1 G 1e [%’7 5& no es continua en
[0, 1], pero es
Riemann-integrable.
g) Cuando esta definido, el producto de dos funciones derivables es
siempre una funcion derivable.

SOL: verdadero. Se sigue de un teorema visto en clase.

2) Estudia la convergencia de las siguientes integrales:

a)(8 puntos) fy " cos(€*) dx b)(8 puntos) [, 2% dx
¢)(8 puntos) fol emtan(x)ﬁdx (arctan(l) = %).

NOTA: Identifica las integrales que son propias o impropias y ex-
plica el método
(o los métodos) de integracion utilizado.
SOL: a) La integral es propia, ya que la funcion €% cos(e3*) es continua
en [0, 1].
Primero se puede utilizar la sustitucion: ¢ = ¢, 4 = 3¢% = 3¢ y se
obtiene que
fol €5 cos(e3?) dx = fleg t% cos(t) gdt =
por partes:
%ff tcos(t) dt = 3 [t sen(t)|e" — f163 sen(t)dt] =1 |:€3 sen(e?) — sen(1) 4 cos(t)|¢*| =

= 1 [¢® sen(e®) — sen(1) + cos(e?) — cos(1)] .

feS t cos(t) dt. Ahora integramos

1
3J1

3z

=% no esta definida

b) La integral es impropia, ya que la funcion
en r = 2.
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Sea a € (2,4]. La integral f; % dz es propia , ya que - 3—1’ es continua
en [a,4] y

2 de =3[ 25 de =3[ =2+ 2 dv=3[4—a+2In(z - 2)}] =

=12 —3a+61In(2 ) —61In(a —2).

Entonces lim f St dr = lim 12—3a+6In(2) —6ln(a—2) =00 y

a—2+1 a—2+1
la integral diverge.

c¢) La integral es propia, ya que la funcion e tan(@) _1

5.7 ©S continua

en [0, 1].
TR it _ 1 -
Con la sustitucion: t = arctan(z), 7. = 757 se obtiene que
L arctan(z) 1 T ot ot I_ T
Jy e Tl = [feltdt = €| = et — 1.

3) (10 puntos) Halla el valor de la constante ¢ tal que las graficas de las
dos funciones

f(x) =sen(dz) —y  glr)=1—e*

sean lo méas parecidas posible en un entorno del punto xzo = 0.
NOTA:Utiliza el teorema de Taylor.
SOL: En un entorno del punto xy = 0,
f(x) = sen(0)+4 cos(0)z — Lsen(0)z? —G—é cos(0)z®+ Ry(0) = 4 — 223+
R4(0)
g(z) = 1—1—ce®z + S %% + Ry(0) = —cx + S 2% + Ry(0). Tenemos que
elegir ¢ = —4.

4) (20 puntos) Determina el dominio, los limites, los puntos de extremos
relativos y

los intervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion
2

flx) =5
en [0,00). Representa f(x) graficamente utilizando la informacion
hallada.

SOL: La funcién esté definida en dom(f(z)) =[0,00) —{1}. lim f(x) =

oQ, a—1t
2
lim f(x) = —o0, lim f(z) = co. Laderivadaes Df(z) = % —
a—1~ T —00
222z __ z(z—2)
(z—1)2 = (z—1)2"
>0 siox>2

Los puntos criticosson t =0y z =2 y Df(a;){ “0 si0czed
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Entonces, f(x) es decreciente en [0,2) — {1} y creciente en [2,00).
Se sigue que = =2 es

un punto de minimo relativo, mientras = = 0 es un punto de maximo
relativo.

f(0)=0 y2f(22)=1421. et s 2 2
DQf(x) _ (22-2)(= zx_(19;4 z)2(x—1) _ 2z 2$_1§:§ z) _ 2 —4:((:;—_21—)350 4z

) {>0 sioz>1

@11 <0 si z<1
La funcién es convexa en (1,00) y concava en [0, 1).

_ T
flz) ==
5) a)(6 puntos) Estudia la convergencia o divergencia de la sucesion
2n+1
an = : n!
Si converge halla su limite.
2n+3 | 2
. Ap41 . e n: . . .
SOL: lim /= = lim —— = lim = 0 < 1. Por el criterio
n—oo G, n—oo(n 4 1)l el n—ooon +

del cociente, la sucesion
es convergente lim a, = 0.

n—oo

b)(8 puntos) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:

- si x e (—o0,—2)
] .
B - si x= -2
flw) = T4 1 si x € (—2,0]
% si z e (0,00)

SOL: Las funciones 2%,z y 72% —2 son continuas en todo R, entonces

()
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es continua en R\ {—2,0}.

1 1 —1

I — lim — = - # = = f(-2).

xjg_f(x) lim - 1 # 1 f(=2). Entonces f(x) no es
continua en z = —2.

lim 2 4 © = Tz -2 Ent f(z) "

limz 4o =2y lim———=—oco. Entonces f(z)no es continua
en z = 0.

|
6) a)(8 puntos) Calcula el siguiente limite: x{%h%
SOL: lim+sen(x) = lim+sen(2x) = sen(0) = 0 y las funciones sen(x)
z—0 z—0

y sen(2x)

son positivasi 0 < x < . Entonces lim Insen(z) = lim In(sen(2z)) =

z—07t z—0

—00.

Las funciones Insen(r) y In(sen(2r)) son derivables en (0,%) y
4 (In(sen(z))) = coslz) 4 (In(sen(22))) = 2e0s22) vp que In(sen(2x)) #

sen(x) sen(2z)

0y
2:625 22;) #0 en (0,7%), aplicando el teorema de L’Hopital se obtiene que
ln(sen(:c)) .. cos(z) sen(2x) . cos(z) sen(2r) 1

= —1.
z—0+In(sen(2x)) -0t sen(zr)2cos(2z)  a—otcos(2x) 2z  sen@)

1-1=1. ’
b)(4 puntos) Calcula la funciéon derivada de la funcion f(z) =

25

[ In(1 + €%) dt.
0

SOL: Sea F(x fln (1 + €%)dt, entonces f(x) = F(22°). Aplicando el

teorema fundamental
del calculo integral se obtiene que

Df(x) = DF(2z°) - 10z* = 102 In(1 + €'2*").

7) (6 puntos) Un cuerpo esta conectado a un muelle y se mueve a lo largo
del eje de
las x seginlaley  xz(t) = sen(2t) + \/Lg cos(2t).
., Cudl es la distancia méaxima del cuerpo del origen?
NOTA: arctan(v3) = 2 +kr (k € Z), sen(%) = LV3 'y
1

cos(3) = 5.
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SOL: Se trata de hallar el maximo de la funcion z(t), que es derivable
en [0, 00).
Dx(t) = 2 cos(2t) — fsen(Zt) 0 si tan(2t) = /3, es decir,
Dx(t) =0 si 2t =arctan(v3) =Z +kr (k € Z).
>0 si tan(2t) <3
<0 si tan(2t) >3 °
es un punto de maximo relativo de la

Ademéas Dx(t) = 2cos(2t) — fsen(Qt) {

s
6

VE+ b = 1B+ ¥8) = V3.

Se sigue que el punto critico t =
funcion z(t) y

x(5) = sen(3) + %cos(%) =

Ya que z(0) = % %

(%) = %x/g, el valor méaximo de la distancia
del cuerpo del origen es igual a g\/g
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Gestion) Soluciones del primer Examen Parcial
Fecha: 27 de Noviembre del 2000 Tiempo: 50 m.

APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre dos puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.
Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

Determinar si las afirmaciones de los primeros tres problemas son
verdaderas o falsas; si son verdaderas aportando un razonamiento, si son
falsas indicando un contraejemplo.

1
1) a) Sean A:{aER:|a—§|<2} y B={beR:|b+1]<1}.

Entonces A\ B = [0, Z)

35 5

FALSA: A= (~7.5), B= (2,0, A\B=[0,3).

b) Sea A un conjunto no vacio y sea f C A x A una funcion.
Entonces f no puede ser una relacion simétrica.
FALSA: la funcion f(x) = x es simétrica.
2) a) Enel conjunto A ={1,2,3,4}, la relacion binaria

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(3,4), (4,3)}

es una relacion de orden.
FALSA: R no es antisimétrica, ya que (3,4),(4,3) € Ry 3 #4.
b)  El conjunto @ N (0,1) no es numerable.
FALSA: QN (0,1) CQ y Q es numerable.
3) a) Toda sucesion contractiva esta acotada superiormente.
VERDADERA: Toda sucesion contractiva es convergente, entonces es-
ta acotada (superiormente e inferiormente).
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b)  Toda sucesion acotada superiormente contiene una subsucesion
convergente.
FALSA: la sucesion {a,} = {—n} estd acotada superiormente y no
contiene ninguna subsucesiéon convergente.
4) Sea {an}, oy la sucesion de nimeros reales definida por

CL1:3

1
an+1:3+_ VnZl

Qn

Verificar que
a) vn>1, 3<a, <4
Los términos de la sucesion son positivosy a3 =3 > 3, apy1 =3+ — >
3 Vn>1. "
Ademés, a; =3 < 4 yan+1:3+a—1n<3—l—%<4 Vn > 1.
b) {an},cy es contractiva.

1 1
-3 - —
Ap41 Qp,

An—0an+41
Anan+1
¢) lim a, existe y es igual a

3+v13
n— oo 2 ’

Siendo contractiva, la sucesion {a,} es convergente. Sea lim4 > L =Im

n—oo

< lnzannil gy >

’an+2 - an+1’ =13 +

a, > 3. Entonces

, siendo

1 34413 3413
L:3+Z@L2—3L—1:O@L:T:>L:+—

L un valor positivo.
In(3%")

In(27)
Si lo es, hallar su limite. (Utilizar las propiedades del logaritmo.)

5) Determinar si la sucesion {a,}, oy = { } es convergente.
neN

m(32")  2"In(3 . 2
nB™) _ 2B sy him @ = gim S=0<L.

tn = 1H(2n') - n'ln(Z) n—o0 (y, n—oon +

Por el criterio del cociente, lim a,, = 0.

n—oo



250 CAPITULO 11. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES 2000-2001

Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (manana)) Soluciones del primer Examen Parcial
Fecha: 27 de Noviembre del 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre dos puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.
Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

Determinar si las afirmaciones de los primeros tres problemas son
verdaderas o falsas; si son verdaderas aportando un razonamiento, si son
falsas indicando un contraejemplo.

1) a) Sean A, By C tres conjuntos no vacios. SiAC B y ANC =
BN, entonces C C A.

FALSA: por ejemplosi ANC =BNC =10.

b) Si f:A — B esuna funcién inyectivay g : B — C es una

funcion sobreyectiva, entonces la funcion compuesta g o f es inyectiva.

FALSA: por ejemplo, sean A = B = {a,b} cona # b, C ={c}y [ la
funcion identidad.

Entonces, g of(a) = go f(b) = c.

2) a) En el conjunto A= {1,2,3,4}, la relacion binaria

R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(3,1),(1,3)}

es una relacion de equivalencia.
VERDADERO: R es reflexiva, simétrica y transitiva ( las tnicas rela-
ciones no triviales son (3,1) y (1, 3)).
b) El conjunto A ={4n —1:n € N} es numerable.
VERDADERQO: la funcion f: N —A definida por f(n) =4n —1 es
biyectiva.
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3) a) Toda sucesion divergente es tal que todas sus subsucesiones son
divergentes.
FALSO: la sucesion {a,}, oy = {(—1)"},cy es divergente pero la subsu-
cesion {agn },eny = {1},ey €8 convergente.
b)  Sean {an},cns10ntney ¥ {cn}ney tres sucesiones tales que
paratodoneN 0<a, <b, <c,.
Si lim Gn _ 1, entonces lim b—" = 1.

TL—>00Gn n—>ooan
VERDADERO: siendo 0 < a, V n € N, podemos dividir 0 < a, <
b, < ¢, por a, obteniendo que

c b
VneN 1< 2 <™ Porel teorema del sandwich, lim — = 1.
an, ~ ap n—oco @y,

4) Sea {an}, .y la sucesion de niimeros reales definida por

a; = —15
1
an+1:3—§|an| Vn > 1.

Verificar que {a,}, oy es contractiva y hallar su limite.
Para todon > 1,

| = 3= 2wl =3+ 2lanl| = 5 lawal — laall < 7 |
Upio — @ =13—=la - —la,|| = = ||a —|a —|apt1 — ay)|.
n+2 n+1 9 n+1 2 n 2 n+1 n|| = 9 n+1 n
Se sigue que {an},.y es contractiva y convergente. Sea L = lim a,.
n—oo
Entonces,

1 1
L:3—§|L| <:>L—|—§|L| = 3.
Si L >0, lasolucién es L =2 ysi L <0, la solucién es L = 6.
La tnica solucion posible es L = 2.

5) Determinar si la sucesion {an}neN - {1 + n j— 1sen(%)}n€N *

convergente. Si lo es, hallar su limite.
La sucesion {a,}, . no puede ser convergente ya que contiene las siguien-
tes subsucesiones que convergen a limites distintos:

2n ]
{a2n}n€N = {1 + m + 15€n(nﬂ>}n€N = {1}n€N y nh_{goaﬂn =1

in+2° 2 An + 2

4 1 4 1 4 1
{@ant1}pen = {1 4+ i en(< nt )ﬂ)} = {1 + = i sen(2nm + z
neN

2

i
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4dn +1
=<1 li il = 2.
{ +4n+2}n€N Yo R nt
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Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Gestion) Soluciones del sequndo Examen Parcial
Fecha: 17 de Enero del 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cuatro problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) (1 punto) ;Pueden existir dos funciones f y g tales que

lim f(x) € R, lim g(x) no existey lim (f(x)+ g(z)) €R?

No, no pueden ya que la funcion g(z) = (f(z) + g(x)) — f(z) tendria
limite en a.

2) (1 punto) Halla la derivada de la funcion f(z) = 3%<t9(@),

f() = 39 In(3) L.

3) (4 puntos) Dada la funcion

2

f(x):{ T sioox <2

mx+b si x> 2,

estudia la derivabilidad de f en todo R y determina los valores de las
constantes m y b para que f sea derivable en = = 2.

La funcion f es derivable en todo = # 2, ya que 2> y ma-+b son funciones
derivables (son polinomios).

fescontinuaenz =2 si f(2)=4= lima®= lim+mx +b=2m+0b.
T—27 x—2

Entonces tiene que ser b =4 — 2m.

— f(2
f es derivable en x = 2 si 1imM

existe. Ahora,
r—2 €T —
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— f(2 24 — f(2
TG Rl C) N PO el S PN S S VO 2 A
z—2~ r—2 z—2— X — 2 z—2~ z—2F r—2
. mx —2m

lim —— =m.
z—2- T — 2
Por tanto f es derivable en z =2 si y s6losi m =4 y b= —4.

4) (4 puntos) Una esfera de hielo se derrite de forma tal que su superficie
disminuye a una tasa de 1 cm?/min.

i) Escribe una formula que defina la relacion existente entre la funcion
superficie S(t) de la esfera y la funcion longitud r(¢) de su radio para todo
valor del tiempo t.

S(t) = 4mr3(t).

ii) Halla la expresion de la tasa de cambio del radio de la esfera en funcion
de 7(t) y de la tasa de cambio de S(t).

__ds _ dr dr __ 1
—l=G=8mt)g = % = 50
iii) Halla la tasa de cambio del radio cuando r(t) =5 cm.
& — — = cm/min.
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (manana)) Soluciones del seqgundo Examen Parcial

Fecha: 17 de Enero del 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cuatro problemas.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicados.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) (1 punto) Sea I un intervalo abierto y sea f:I — R una funcion

derivable en [ y tal que %(:p) < 1 paratodo xz € I. Verifica que f no puede

tener mas que un punto fijo en I.
(z €1 esun punto fijode f si f(z)=x).

Supongamos que existan dos puntos x,y € I, x # y, que son puntos fijos

de f. Entonces f(z) =z y f(y)=yv.

Por el teorema del valor medio de Lagrange existe un punto ¢ € I entre
r ey tal que f'(c) = —f(y;i(x).
Por tanto se llega al a contradiccion 1= ¥=" = =T — 1(0) < 1.

y—x
2) (1 punto) Sea f(z) = [3 arctg(x)]* . Halla d—J;(x)
L(w) = 4[3 arctg(@)) 2 = 2ragel,

3) (4 puntos) Dada la funcion

2 +a si <0
sen(%F) si 0<x <1
In(z) si 1<z<e

si T >e,

fz) =

estudia la continuidad de f en todo R y determina los valores de la
constante a para que f sea continua en x = 0.

Si x ¢{0,1,e} entonces la funcion f es continua, ya que las funciones
z® +a, sen(%E), In(z) y £ son continuas.
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T
f escontinuaenx =0 si f(0)=a= lim z>+a= lim sen(—) =0,
z—0~ z—0t 2
es decir si a = 0.

f escontinuaenz =1 si f(1)=In(l)=0= 1ir{17 f(z) = linlr1+f(x).
Pero lim f(z) =sen(3) =1y lim+f(x) = lim+ In(x) =0. Por tanto
z—1~ rz—1 r—1
f mno es continua en z = 1.

x
f escontinnaenx =e€ si f(e) =1= lim In(x) = lim —. Se sigue que
T—e~ z—et €
f es continua en r =e¢ .

4) (4 puntos) Una escalera de longitud 100 cm estd apoyada a una pared
vertical.

Se asume que su extremidad inferior se desliza en direccién opuesta a la
pared a una velocidad de 25 cm/s.

i) Encuentra una férmula que defina la relacion existente entre la funcion
posicion z(t) de la extremidad inferior y el valor del angulo 6(t) formado
por la escalera y la pared para todo valor del tiempo t.

x(t) = 100sen(0(t))

ii) Halla la expresion de la tasa de cambio de 6(t) en funcion de la tasa
de cambio de z(t) y de la funcion 6(¢).

% = 100cos(0(t)) G = % = 1000013(9(1‘/))% = 4cos%9(t)) (stendo G = 25).

iii) Halla la tasa de cambio de 6(t) cuando xz(t) = 60cm.

Si z(t) = 60cm, el tridngulo rectangulo determinado por la escalera, la
pared vertical y la pared horizontal tiene dimensiones iguales a 60,100 y
/(100)2 — (60)% = 80. Por tanto cos(6(t)) = 2% = 1.

. . _ o _ 1 _’5
Se sigue que si x(t) = 60cm entonces 4 = = ssrad/ sec.
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Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion Soluciones del examen A
Fecha: 7 de Febrero de 2001 Tiempo: 2 horas y media
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

1) a) (6 puntos) Sea f : N — R una funciéon tal que |[f(n)| <1
para todo n € N.
Se define la sucesion {a, fnen

ap = 1
{ an-1+ f(n)

n

Demostrar por induccion que |a,| < 1 V n € N y concluir que

|an| <

S

y que lim a, = 0.
n—oo

Por induccion: |ai| =1 < 1, |ay| =

— 2

ay +2f(2)’ < lblf@l ¢ 111 _
De forma similar,

si |a,] <1y n>2, entonces |a,41| =

2
S 1

n+1 — n+1 — n+1

2
De las desigualdades anteriores se sigue que 0 < |a,| < — V n € N.
n
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Por el teorema del sandwich, lim a,, = 0.

n—oo

b) (6 puntos) Dada la funcion

(
_gsenta) iz <0
L T
acos(z) + b si 0<x< B
fz) = 2
cos(x — z) + (22 — 7T—) -1
2 4 si x> T
™ 27
L (z — 5)

elegir las constantes a y b para que f sea continua en todos los
puntos de R.

La funcion f es continua en R\{0, 7}, para todo valor de las constantes
ay b, ya que es cociente de funciones continuas y x, v — 5 son valores
siempre distintos de 0 en R\{0, 7}

En el punto z = 0, xliron+f(x) = limacos(z) +b=a+0b, lim f(z)=

z—0F z—0~
li%li — BSen(x) = —3 y f(0) =a+0b. Se sigue que f es continua en z =0
si a+b=-3. )
cos(z — Z) -1 (z* - 7T—)
En el punto z = 7, lim f(z) = lim %T + ;l =
3" i (r-g) (z-3)
lim x + T —x
x—>g+ 2 ’
lim f(r) = lim acos(z) +b =0 y f(5) = b. Se sigue que f es
T35 T—5
continua en 7 si b= .
Por tanto f es continua en todo Rsiysolosi a=-3—7 y b=r.

2) (8 puntos) Determina las asintotas, los extremos relativos y los interva-
los de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(z) = 642® — 2z
en (—o0,00) y representa graficamente dicha funcion.

dom(f) = (—o0, 00).
f(x)

. o . _ . _ . 2 _

No hay asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
La funcién es derivable en todo Ry f/(x) = 19222 —2 =0 si z =

= 41

1
i\/_s.?TG 46
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Entonces los puntos criticos son x = v Y T=E T4

P 1
Monotonia:  f'(z) >0 si |z| > 4\/6’ 1

la funcion es creciente en (—oo, — 4\/6) (m, 00) y decreciente en (—ﬁg, ﬁé).

Por el test de la derivada primera x = —4— es un maximo relativo y

S

r = ﬁa es un

minimo relativo.

f@(x) = 384x, entonces la funcién es concava en (—oo0,0) y convexa en
(0, 00).

El punto x = 0 es un punto de inflexion.

fx) = 22(3222 - 1) =0 si oz =02 =+ y f(z) >0 en

0) U (=

1
(_m7 4\/5700)'

f(x) = 6423 — 2z
3) (10 puntos) Calcula el polinomio de Taylor Ps(z;0) de orden 3 de la
funcion f(x) = zcos(2x) en un entorno del punto zo = 0.

f(z) = xcos(2x), £(0) =0,
f'(x) = cos(2x) — 2zsen(2x), F1(0) =1,
[P (x) = —4sen(2z) — 4 cos(2z), f@(0) =0,
f®(z) = —12cos(2x) + 8xsen(2x) F®(0) = —12.
Py(;0) = & — 223 = 2 — 227,

4) (10 puntos) Una persona se encuentra a 30 metros de un punto P de
una via de tren.
Un tren se acerca por dicha via a una velocidad de 90 Km /h.
., Con qué razoén decrece la distancia entre el tren y la persona cuando se
encuentran a 50 metros de distancia?
Sean z(t) la distancia entre el tren y el punto P en el instante de tiempo

t e y(t) 1a distancia entre el tren y la persona en el instante de tiempo ¢.
Entonces 2 = 90km/h y 22(t) + (30)? = y2(¢).
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( Derivando implicitamente se obtiene que —z(t)% = y(t)

|

dy

y(t) = —2090km/h = —=72km/h.
5) Calcula los siguientes limites:

[P tg(t) dt
a) (5 puntos) QIEIE)I(I) T(Z[L‘) .

olo

Se trata de una forma indeterminada de tipo

0= lir%sen(Q:B).

dy

. 2z
lim [ tg(1)

dt

ok
Si y(t) = 50m, entonces x(t) = /(50)2 — (30)2 = v/1600 = 40m

dt

e

Ademas, Lsen(2r) = 2cos(2z) # 0 en un entorno [\ {0} de 0.

' dw
Aplicando la regla de 'Hopital, se obtiene que:
2x
oy Jo t)dt . 2tg(2r)
a—0  sen(2x) 2—0 2 cos(27)
1 2
b) (5 puntos) lim n(cos(2z))

z—0 In(cos(3x))
Se trata de una forma indeterminada de tipo

In(1) =0= glclgtl) In(cos(3z))

olo

x—0

lim In(cos(2x))

Ademés, -L1In(cos(3z)) = —3sen(32) 4 () en un entorno I\ {0} de 0.

cos( 330

Aplicando la regla de 'Hopital, se obtlene que:

In(cos(2r)) ,,. sen(2r)cos(3x) ,..  2:mCw) cos(3w)

z—0 In(cos(3x))  2z-0 sen(3w)cos(2z)  Pz—0 3SE"<3I) cos(2x)

6) Calcula las siguientes integrales

a)(5 puntos) 1l Nz dx

f\/ﬁ dﬂf:\/fﬁ2+4+0

b)(5 puntos) f1433 5% dux.
4wy ;5  porpartes 5z 4 45 g [ 5" 5 14 =
Jiz st de =" aggh - ) R 42 = long — twep =

_ 1 54 1 5
_(4_W)1n(5)_(1_ ) 5)

_ 4

=3



261

Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion Soluciones del Examen B
Fecha: 7 de Febrero de 2001 Tiempo: 2 horas y media
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por seis problemas y se valorard sobre 60 pun-
tos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencidn en esta prueba de una calificacion inferior a 21 puntos (el
equivalente a 3.5 sobre 10) supondrd una calificacion de suspenso en la asig-
natura.

1) a) (6 puntos) Sea f:N — R una funcion tal que |f(n)| <

todo n € N.
Se define la sucesion {a, }nen

para

DO | —

CL1:1

42

o =ttt 200y
n

Demostrar por induccion que |a,| < 1 V n € N y concluir que

2
la,| < — y que lima, =0.
n n—00

Por induccion: |a;| =1 <1, |as| =

ar + 2 f(Q)‘ < lal20f @I £ 141 _
2 2 -2
De forma similar,

sila,| < 1ymn > 2 entonces |a,i1] =

1+1 2
n+l = n+l < L.

ant+2f(n41) |~ lan|+2|f (nt1)]
n+1 — n+1 —

2
De las desigualdades anteriores se sigue que 0 < |a,| < —Vn € N.
n

Por el teorema del sandwich, lim a,, = 0.
n—od
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b) (6 puntos) Dada la funcion

( -1
s =l
X T
asen(z)+b si 0<z< 5
fr) = T
sen(x — 5) oo
six > —,
(x—2 2
\ 2

elegir las constantes a y b para que f sea continua en todos los
puntos de R.

La funcion f es continua en R\{0, 7}, para todo valor de las constantes
ay b, ya que es cociente de funciones continuas y =z, x — 5 son valores
siempre distintos de 0 en R\{0, 5}

En el punto x = 0, xlg&f(a:) = limasen(z) +b = b, lim f(z) =

z—0t z—0~
—1
lim — BM =0 y f(0) =b. Se sigue que f es continua en x = 0 si
z—0~
b=0.

lim f(z) = lim asen(z) +b=a+b y f(5)=a+b. Sesigue que f

s us
z—F r—3

es continua en § si a+b=1.

Por tanto f es continua en todo Rsiysolosi a=1y b=0.

2) (8 puntos) Determina las asintotas, los extremos relativos y los inter-
valos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcion  f(z) = 22° —3x

en (—o0,00) y representa graficamente dicha funcion.

dom(f) = (—o0, 00).

lim f(z) =00, lim f(z)= —o0, lirin M = linIEl 2% — 3 =00
T—00 T——00 r—=xTo0 I T—L00

No hay asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
La funcion es derivable en todo Ry f/(x) =62 —3 =3(222—-1) =0 si

_ 1

Entonces los puntos criticos son = = m—

Sl
<
8
[

S

Monotonia:  f'(z) >0 si |z| > \/L?

la funcion es creciente en (—oo, —\%)U(\%, o0) y decreciente en (—

-
o
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Por el test de la derivada primera x = —\% es un maximo relativo y
_ 1
T=_5 esun
minimo relativo.
f@)(x) = 12z, entonces la funcion es concava en (—o00,0) y convexa en

(0, 00).
El punto = 0 es un punto de inflexién.

flz)=z(22*-3) =0 si sz,:c:j:\/g vy f(z) >0 en (—\/g,O)U

(\/g, 00).

S

Ab /o soo

.
~

!
B
S b &

f(x) =223 — 3x
3) (10 puntos) Calcula el polinomio de Taylor Ps(z;0) de orden 3 de la
funcion

f(@) = (x4 e ™

en un entorno del punto xg = 0.

flx) = (v + 1)e7, f(0) =1,
f/<1.) = —¢ 2r 2re 217 f/(O) —_ _1’
f@(z) = dwe 2, f2(0) =0,
fO(z) = 472 — 8re= 2 f®(0) =4
Py(z;0) =1—2—32%=1—a— 2a%.

4) (10 puntos) Una persona se encuentra a 30 metros de un punto P de
una via de tren.

Un tren se acerca por dicha via a una velocidad de 90 Km/h.

.Con qué razoén decrece la distancia entre el tren y la persona cuando se
encuentran a 50 metros de distancia?

Sean x(t) la distancia entre el tren y el punto P en el instante de tiempo

t e y(t) la distancia entre el tren y la persona en el instante de tiempo t.
Entonces % = 90km/h y 2*(t) + (30)? = y*(t).
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Derivando implicitamente se obtiene que —z(t)% = y(t)‘é—ft’ = % =
d

Si y(t) = 50m, entonces x(t) = 1/(50)2 — (30)2 = V1600 = 40m e
y(t) = —2090km/h = —=72km/h.
5) Calcula los siguientes limites:
a) (5 puntos)

N7 N

' fosen(x) sen(t) dt
lim .
20 sen(z)

lim fosen(m) sen(t)

x—0

Se trata de una forma indeterminada de tipo % :
dt =0 = limsen(x).
z—0

Ademés, L sen(z) = cos(z) #0 en un entorno I\{0} de 0. Aplicando

la regla de I’Hopital, se obtiene que:
fosen(z) sen(t) dt I sen(sen(x)) cos(x)
= lim

li = =0.
220 sen(x) z—0 cos(x)
b) (5 puntos)
lim @) =
=0 z — sen(x)
Se trata de una forma indeterminada de tipo 3 : ling)tg(x) —x=0=
lirr(l)m — sen(z)
Ademés, L (z — sen(z)) =1 — cos(z) # 0 en un entorno I\ {0} de 0.
Aplicando la regla de 'Hopital, se obtiene que:
1
tg(x) — o L —cos?(z .
fig J9O ZT gy B gy et g 1 Cos(@)
e—0 v — sen(x) a—0 1 —cos(z) a—0 o’ @=cos(z) 30 cos?(x)
2.
6) Calcula las siguientes integrales:
ex
5 t dz.
a)(5 puntos) i o @
e’ t=e® z
J . de "= [ Z% = arctg(t) + C = arctg(e”) + C.
b)(5 puntos) f14 In(y/x) dz.

Jim(y) de "TE pin(Va)lt - [ adgiede = 4In(2) - 1 [de =
In(16) — 3.
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Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion Soluciones del Examen de Septiembre
Fecha: 6 de Septiembre, 2001 Tiempo: 2h y 30 min
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen esta compuesto por 7 problemas y se valorard sobre 100 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Los primeros cuatro problemas son obligatorios y tenéis que
elegir de forma clara SOlO dos de los tltimos tres problemas.

Las respuestas sin justificacién se considerardn como no con-
testadas. Podéis consultar apuntes, pero no estid permitido el uso
de calculadoras. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es
preciso copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de
examen que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 50 puntos
supondrd una calificacion de suspenso en la asignatura.

1) (12 puntos: 2 puntos para cada apartado) Contesta VERDADERO
o FALSO .
En este problema no hace falta justificar tus respuestas.
a) Si z es un nimero real, entonces |v — 3| > 1 < z € (2,4).
FALSO: |z —3| > 1< 2 € (—00,2) U (4,00).
b) La funcion f(z) = 2 es inyectivaen [—3,—3]U[0,3).
VERDADERO: 2? = y> <= y = 4+ (el punto + no pertenece al
dominio de la funcion)
c¢) En el conjunto A = {a, b, c,d}, sea R la relacion definida por
R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (a,d),(d,a),(a,c),(c,d)}.
Entonces R es una relacion de equivalencia.
FALSO: no es simétrica ya que (a,c) € R, pero (c,a) ¢ R.
d) Sea {x,},en una sucesion de ntmeros reales. Si limz, = 1

n—oo

entonces existe N € N tal que para todon > N se cumple x, > %

VERDADERO: sea ¢ = 1 ( més en general, sea ¢ tal que 0 < & < 3).
Por definicion de limite, existe N € N tal que para todo n > N se cumple
que |z, — 1] <e.

1
3
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Entonces =z, >1—¢= % > 71;-

e) Si z es racional, T + x es irracional.

VERDADERO: el nuimero y = ™+ x no puede ser racional ya que
m =1y —x es irracional.

f) Sea A el dominio de una funcion real f. Si existe una sucesion
{Zn}nen C A convergente a zg € A tal que f(z,) converge a f(xq), entonces
f es continua en xg

FALSO: para que f sea continua en g, la condiciéon del enunciado
tiene que valer para toda sucesion {2, },eny C A convergente a xg € A. Por
ejemplo, la funcién

_J1 sizeQn[o,1
= 2

]
0 si ze(R\QnI0,1]

1
no es continua en ningin punto de [0, 1], pero lim f(—) =1 = f(0).
n—oo n
2) (14 puntos) Sean P(z,0) =2x —2 y Qa(x,0) = 2% — 3z + 1 los
polinomios de Taylor de orden 2 de dos funciones f y g, respectivamente,
en un entorno del punto 0.
Halla el polinomio de Taylor de orden 2 de la funciéon fg en un entorno
de 0. o
Py(,0) = 22 — 2 = f(0) + f/(0)z + 504
Qa(2,0) = 22 — 32 + 1 = g(0) + ¢/(0)z + L2252
Sea Ty(z,0) = f(0)g(0)+ (fg)'(0)x + Mﬁ el polinomio de Taylor
de orden 2 de la funciéon fg en un entorno de 0. Tenemos que determinar
sus coeficientes a partir de las expresiones de Py(x,0) y Q2(z,0) :

fO)=-2 f(o)=2 f(0)
9(0) =1 ¢'(0)=-3 ¢?(0) =

Entonces  f(0)g(0) = =2, (fg)'(0) = f"(0)g(0) + f(0)g'(0) = 2+6 =8

I
N O

UD 2O — L(®(0)g(0)+2/'(0)g'(0)+ F(0)g®)(0)) = 3(0—12—4) = —s.

Se sigue que Ty(x,0) = —2 + 8 — 822
3) (20 puntos) Determina el dominio, las asintotas, los limites, los extre-
mos relativos y los intervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la
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funcion  f(z) =| 2 — 4x | y representa f(z) graficamente utilizando la
informacién hallada.

dom(f) = (=00, 00).
lim f(z) =00, lim Jlx) =+ lim [2* —4| =

n—=+o00 n—+oo n—=+o0o

No hay asintotas Verticaives, horizontales y oblicuas.

El polinomio g(x) = 2% — 4z = z(2? — 4) = z(z — 2)(z + 2) es igual a
ceroenx =02 =2, = —2.

En estos puntos la funcién f no es derivable. En R\ {0,2, —2},

f1(z) = sgn(g(z))(32? —4) =0 <= x = j:\%.
Entonces los puntos criticos son x = 0,z = 2,2 = —2,x =

= _2
T=—5

Monotonia: sgn(g(x)) = {

S
o

1 si z€(—2,0)U(2,00) 9
~1 size(—00,-2)U(0,2) ¥
0= 2] > Z.

Por tanto f'(x) >0 si z € (—2,— %) U (O,\%) U (2,00) y
fi(2) <0 si @€ (—00,~2) U(—2,0) U (Z,2).
la funcion es creciente en (—2, —%) U (0, \%) U (2,00) y decreciente en
(_007 _2) U (_\/lga 0) U (\;ga 2)
Por el test de la derivada primera z = —\% y xr = % son mMAaximos
relativosy o =—-2,2 =0 y x = 2 son minimos relativos.
. 322 —4  siox 2,0)U (2,00
SlendO f’<$> = { 3ZE +4 Sl T EE ( ’ _)2) EJ 7(07%) )

(=00
_f 6z st xze(—2,0)U(2,00)
() = —6x si z € (—o0, —

) U (0,
y la funcion es concava en (—2,0)U(0,2) y convexa en (—oo, —2)U(2, 00).

fl) =] a® — 4 |

4) Calcula las siguientes integrales:
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a) (8 puntos) [ sen(v/3z) dx b) (8 puntos) [ % dx
¢) (8 puntos) fo (22 + 1)3”’(13:.

a) [ sen(v/3x)dx yiﬁ%fysen(y)dy por partes 2(—ycos(y)+ [ cos(y)dy) =
3z cos(v/3x) + 2sen(v/3x) + C.

b) f—(x 15)9(; 5 do = — [ 25dz+10 [ —5de = —5In(|lz —1]) + 10 In(|z —
2[) + C.
) Jy @+ 13da "B (20 4 1) - 2 f) Sy
4

3T 1_ 8
=2z + g — 2 <>]|0—1n(3> e

Elige s6lo dos de los siguientes problemas:

5) (15 puntos) A las cuatro de la tarde un coche pasa, a una velocidad de
70 Km/h, por el punto kilométrico 400 de la autopista A-7, donde la velocidad
méxima permitida es 120 Km/h. Diez minutos después pasa, circulando
a una velocidad de 80 Km/h, por el punto kilométrico 425 de la citada
autopista. Le para la policia y le pone una multa por exceso de velocidad.
. Tenia razon la policia? (Sugerencia:utiliza el teorema del valor medio).

Sea f(t) la funcion desplazamiento del coche. f es continua en [4,4 + ¢]
(nota que 10min = ¢h) y derivable en (4,4 + ). Por el teorema del valor

medio existe ¢ € (4,4 + §) tal que
f'(e) = w = 6(425 — 400) = 150km/h. Tenia razén la policia.

6) (15 puntos) Se define la sucesion

CL1—1
anzw Vn > 2.

n2
a) Verificar por induccion que ¥n >1,  |a,| < 1,
a; = 1
Seann > 1y |a,| <1, entonces
an +n—+1 1 1 1 2
|ans1| = | | <] 51+ < 5+ < <
(n+1)2 (n+1) n+1~ (n+1)?2 n+l " n+1

b) utilizar el apartado a) para demostrar que |a,| < 2 Vn €N,
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2
Por el apartado a), VY n >1 |a,11| < — y |a1] = 1 < 2. Entonces
n
la,| < % Vn>1.
c¢) utilizar el apartado b) para demostrar que lim a, = 0.

n—oo

Por el apartado b), 0 <la,| <2 Vn>1y lim 2=0.
Aplicando el teorema del sandwich se obtiene que lim a, = 0.
7)
a) (10 puntos) Dada la funcion:
?+a si x € (—00,0)
sen(ZE si zel0,1
o) ) 0.1

In(e) si 1€ ’

T €|
z si x € (e,00)

estudia su continuidad en los puntos t =1 y x = e y determina a para
que sea continua en x = 0.

La funcion f es continua en R\{0, 1, e}, para todo valor de la constante
a, ya que todas las funciones que la definen son continuas.
X
En el punto x =0, lim f(z) = lim sen(—) =0, lim f(z) = lim 2®+
P ’ $*>0+f< ) z—0t ( 2 ) :JcHO*f( ) z—0~
a=a y f(0)=0.Se sigue que f es continua en z =0si a=0.
T

En el punto z = 1, lim+f(:1:) = lim In(e) =1, lim f(z) = lim sen(7) =
r—1 z—1 r—1- r—1~
1 y f(1) =1. Se sigue que f es continua en x = sen(%) = 1.

En el punto z = e, lim+f(x) = 1im+f =1, lim f(z) = lim In(e) =1
T—e € T—e”

r—e

r—e

y f(e) = 1. Se sigue que f es continua en z = sen(%) = 1.
Por tanto f es continua en todo R si y s6lo si a = 0.
b) (5 puntos) Calcula el siguiente limite

3
[ et
z—0 sen(x)

3
Se trata de una forma indeterminada de tipo % : lir% fo‘r estdt =0 =
r—

limsen(x).

z—0
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Ademas, Lsen(z) = cos(x) # 0 en un entorno I\ {0} de 0. Aplicando

) dx
la regla de I’Hopital, se obtiene que:
o 3 2 323
etdt 3xe™
lim fo— =lim ——— =

z—0 sen(xr)  =—0 cos(x)
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas (tarde)) Soluciones del Examen Parcial
Fecha: 18 de diciembre del 2001 Tiempo: 1 h y 30 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.IL.

El examen estd formado por cinco problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre tres puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.
Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) a) Sean A={reR:|[z-3|<1} y B={zeR:|z—1|+|z+3| >
2}. Determina AN By B\A.

A={zxeR:|jx—3| <1} =(2,4) (el conjuntos de los puntos reales a
distancia menor que 1 del punto 3).

Para escribir el conjunto B en forma de unién de intervalos, consideremos
los siguientes casos, determinados por los valores absolutos que definen el
conjunto B.

Caso 1: z < —%. Se resuelve el sistema

T < —3 T < —1 T < —3
—z+l-—z—3>2 —2z > 3. <=3 (—o0, —3).
Caso 2: —% < x < 1. El sistema es
—l<r<i —l<r<i
2 - L 5 2 - Imposible.
—z+1ltz+i>2 )

Caso 3: x > 1. Ahora se resuleve el sistema

z>1 z>1 r>1
T—1+z+4+3>2 2z > 5. x> 2. (2, 00).
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Entonces B = (—oo0, —3) U (3,00) y

ANB=(24)=A y B\A:(—oo,—Z)U(Z,Q]U[ZL,oo).

b) En el conjunto A = {1,2,3}, determina si la relacion binaria
R =A{(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,1),(1,3)}

es una relacion de equivalencia.
R no es simétrica, ya que (2,3) € Ry (3,2) ¢ R. Por tanto no puede ser
de equivalencia.

2) Determina si la sucesion {@n}neN {2+ 5 cos(%) bnen  es con-

vergente. (Sugerencia: escribe los primeros términos de la sucesmn)

3m

1 2 3 4
n 2+ — 24— e
{an} ey =1 +2008(2) +3<:os( ), 2+4cos( 5 ), 2+5cos(27r),
5 5T 2 4 6 8
24 2cos(0), -} ={2,2-22242.22- 2224 ...},
+6COS(2)7 } {7 377 +577 777 +97 }

{an}, ey diverge, ya que contiene dos subsucesiones que convergen a
limites distintos:

{a2n 1}n€N {2 27 27 : } y nh—{{olo {a2n71} =2

6 10

{assan }neN {2 o Q_ﬁv"'} y nh_{glo{@ﬂ(nq)} =2-1=1

3) Sea {ay},cy la sucesion de numeros reales definida por

a; = -3
1
(i1 :2—Z|an| Vn > 1.
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Verifica que {a,},cy es contractiva y halla su limite.

1 1
Vn > 27 |an+1 - anl = ’ - _’an’ + Z‘anle < _’&n - @nfly'

Se sigue que la sucesion es contractiva con constante C' = + or tanto
4 ) )
converge a un numero real L = lim a,+; = lim a,.
n—oo n—oo

Entonces tiene que ser

1 1
L= lima =2~ lima,| =2 - Z|L]

Si L > 0, se obtiene que L = 2 — %L, L= %.
Si L < 0, se obtiene que L = 2 + iL, L= %, que es una contradiccion.
Entonces L = £.
4) Calcula, si existen, los siguientes limites
2) }:13(1)2 +el/z
Este limilte no existe:

. . . 1/ _
I =0 e 2t e oo

1 1

lim ——= = -, a que lim 2+ e/* = 2.

po0-2 4 el g YA due A

b) lirr(l)\s/isen(f(.r)), donde f(z) es una funcion cualquiera definida en

un entorno de 0.
lir%%sen(f(x)) =0 yaque

0 < [Vasen(f(2))] < |Vl

y lin%% = 0 por el teorema del sandwich.

5) Estudia la continuidad de la funcion

ETE R
fle)=¢ 22 =22 +3 si 0<z<1
! si r>1

er—1
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y determina si la ecuacion f(z) =0 tiene solucion en [—Z,Z].

2772
Si z ¢ {0,1} la funcion es continua ya que es un polinomio o un cociente
de funciones continuas cuyo denominador no es nunca igual a cero.

f(z) es continua en x =0 :

lim sen(3x) _ lim 3sen(3x) _3,
z—0~ T z—0~ T
lim 2* — 2z + 3 = 3.
z—0t
f(x) es discontinua en x =1 :
lim 2?2 — 2z +3 = 2
r—1—
1
lim = 1.
a—1+er~1
Ahora, f(z) es continua en el intervalo cerrado y acotado [—7,0] y
sen(—32 -2
fen =" 2oy =30
2 —9 s

Por el teorema de la raiz, f(x) tiene una raiz en (—7,0).
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Universidad .
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Soluciones del Examen Final A

(Evaluacion continua)

Fecha: 7 de Febrero del 2002 Tiempo: 3 horas
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estda compuesto por 5 problemas y se valorard sobre 65 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) a) (7 puntos) Encuentra un valor de p y otro de ¢ para que la sucesion
definida como

(11:1
Gpi1 =pa, +q  VYn > 1.

sea contractiva. En tal caso calcula el limite.

Vn > 17 |an+2 - anJrl‘ = ’panJrl +q—pa, — Q‘ = ’p||an+1 - an|'

Si0<|p| <1 y q€R, lasucesion es contractiva con constante C' = |p|
L = lim a,y; =p lim a, +q¢=pL+q, L=—.
n—oo n—oo

b) (6 puntos) Si p = 1, encuentra el término general de {a,}, ., ¥
halla los valores de g para que sea convergente. (Sugerencia: Determinar los
primeros términos de la sucesion).
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Upy1 = Gp +q.
Los términos de la sucesién son:

=1
Sip=1, {(11

ap=1la=14+q,a3=14+q+q=1+2¢,--- ,a, =1+ (n—1)q,---.
(Verificar por inducciéon.) Entonces,

00 si g>0,
lim a, =4¢ -0 si ¢<0,
n—oo

1 si g=0.
Se sigue que si p = 1 la sucesion es convergente so6lo si ¢ = 0.

2) (13 puntos) Calcula los maximos y minimos absolutos de f(z) =
223 + 523 en el intervalo [—2, 1].

La funcion f(x) = 273 + 5r3 es continua en [—2,1] y, por tanto, tiene
maximo y minimo absolutos.

f(z) noes derZivable en z = 0, ya que la funciéon g(z) = 25 no es derivable

. T3 . _1 - .
en z=0.(lim— = limz™3 y este limite no existe.)
x—0 x—0

Six #0,

Los puntos criticos de f(z) en (—=2,1)sonz =0 y == —1.

f0)=0, f(=1)=3, f(1)=T,
F(=2) = 2(=2)5 +5(=2)5 = (—2)§(—4 +5) = V4.

1 es un maximo absoluto y 0 un minimo absoluto.

3) a) (7 puntos) Halla el polinomio de Taylor de orden 3 de f(z) =
(1 + e¥)2.

fl@)=(1+e)? f(0)= ,
f(z) =2(1 + e%)e® = 2e® + 2> f'(0) =
fO(x) = 2 + 4e?* f®(0) = 6,
3 G)(z) = 2® + 8 f®(0) = 10.
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)
Py(2;0) = 4 + 4x + 32% + §x3.

o)
Y

b) (6 puntos) Demuestra que (1 + €*)? > 4(1 +z) V
4 _

0.
Sea f(z) = (14 €%)? — 4(1 + z). Entonces f(0) 4=0,y

|
o

fli@)=2(1+¢e")e" —4=2(e"+e*—-2)>0 si z>0.

Por tanto f(z) es creciente en [0,00) y f(z) = (1+e%)? —4(1+z) >0,
es decir, (1+¢€)? > 4(1 + ).
(También: de a) se sigue que (1 + %)? = Py(x;0) + 2102 > 4 4 47.)

4) a) (7 puntos) Para que valores de a,b € R la funcion

ar +b siz > 0.

T 42 .
f(x):{l_%foet dt sixz <0,

es continua, y para que valores es derivable, en el punto 0.

Por el teorema fundamental del calculo, la funcion F(z) = [ e~ dt es

. ., . . 42 -, .
derivable (entonces también continua) en R, siendo e una funcion continua

en R. La funciéon ax + b también es derivable (y continua) en todo R, siendo
un polinomio.

Se sigue que f(x) ed derivable (y continua) en R\ {0}.

Para estudiar la continuidad de f(z) en el punto 2 = 0 calculamos los
limites:

1 1
li b=> lim1—--F(z)=1—--0=1.
Apartb=boy g logF@o=1-30

Se sigue que f(x) es continua en x = 0 solamente si b = 1.

Si b # 1, la funciéon f(x) no puede ser derivable en z = 0.

Sea b = 1. Para estudiar la derivabilidad de f(z) en z = 0 calculamos los
limites siguientes:

f(z) — £(0) ) 1—%F(:L’)—1 _ 1 - F(x) (0/0)

z—0~ xr rz—0~ x 3 z—0— X
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— 1-1
lim L =FO) oy wti=1
z—07t x z—0t X
Entonces f(z) es derivable en z =0sélosia = -3 yb=1
b) (6 puntos) Halla el limite
2z [ e dt
fim 250 € dt
T—00 er

utilizando la Regla de L’Hopital.

x 2 x 2 l‘2 x 2
lim M (00/o0) lim 2f0 et” dt + 2xe ~ lim fo et dt ] (00/c0)
T—00 er? T—00 2xer” z—oo et
e’
=lim ———— +1=1 1=1
x1—>Holo ez? + 21272 t zl—{go 1+ 222 t

5) (13 puntos) Para que valores de a la funciéon

x . 1
Y

2

aff Visin(v/t)dt si x> 0.

es continua en el punto 0.
Siendo (1:—1)2—15241) continua en (—%,O], por el teorema fundamental del

calculo o

iy )=

t
T

D=

Ahora,
t B t—1 N 1 B
t—1E+1) (t-DE+1) (t-DE+1)
L A Bt+C 1 A* + A+ Bt* +Ct— Bt —C
2+l t—1 0 241 241 (t—1)(t2 +1)
1 (A+B)t*+ (C — B)t+ (A-C)
241 (t—1)(t2+1) '

Para determinar las constantes A, B 'y C resolvemos el sistema:
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A+B=0 B=-A=-1
C—-B=0 C’:B:—A:%
A-C=1 A=3.

Se sigue que

lim f(x)= %arctan(tﬂol + %[ln(hﬁ —1]) - %ln(t2 +1))°

x—0— 2 %

1 1 1 1 1 3 1.5
- = “ Y 4 (1) = =In(1) — In(2) + =In(2)] =
2arctan(0) 2arctan( 2) + 2[ln( ) 2ln( ) ln(z) + 2ln(4)]

1 1 1.9 1 5 1 1 1 5
iarctan(i) — Zln(? + Zln<l_l) = §arctan(§) + Zln<§)

Siendo v/tsen(y/t) continua en [0,72], por el teorema fundamental del
calculo

lim f(zx)=a /07r Vitsen(v/t) dt.

Calculamos la integral haciendo el cambio de variable

1
—Vi(u>0), du=——dt, dt=2udu.

i J() = / 2u?sin(u) du "= 20 [—u2cos(U)|g+/ Qucos(u) du) "=
0 0

r—0t

= 2a[—u2cos(u)|6r—|—2usen(u)|6r+2/ sin(u) du] = 2a[n*+2cos(m)—2] = 2a[r*—4].
0

%arctan(%)-‘riln(g)
2m2—8 :

Se sigue que f(x) es continua en x = 0 si a =
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Universidad .
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Soluciones del Examen Final A

(Evaluacion no continua)

Fecha: 7 de Febrero del 2002 Tiempo: 3 horas y media
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) | NOMBRE D.N.I.

El examen estd compuesto por siete problemas y se valorard sobre 100
puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el niimero de
puntos indicado.

Los primeros cinco problemas son obligatorios y tenéis que elegir
de forma clara SOl0 UNO de los tltimos dos problemas.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no con-
testadas. Esta hoja no hace falta entregarla. Tampoco es preciso
copiar los enunciados de los problemas en el cuadernillo de examen
que entreguéis.

La obtencion en esta prueba de una calificacion inferior a 50 puntos su-
pondrd una calificacion de suspenso en la asignatura.

Podéis consultar apuntes, pero no estd permitido el uso de calculadoras.

1) a) (7 puntos) Dadas las graficas de las relaciones f, gy h en las
figura 6 determina

i) cual(es) de las tres figuras es la grafica de una funcion.

De las graficas se deduce que f, gy h son funciones.

ii) cual(es) de las tres figuras es la grafica de una funcion inyectiva.

De las gréaficas se deduce que f, gy h no son inyectivas.

iii) jen que puntos las funciones del apartado i) no son derivables?

De las gréficas se deduce que

e f no es derivable en z = 1 y en el punto de corte de la gréafica de f con
el eje x.

e g no es derivable en x =1, 2.

e h no es derivable en el punto x = 1.
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-1 1 X 2 3

24

Figura 12.1: f, gy h,

b) (7 puntos) Sean A={reR:2?>>2} y B={zr € R : |In(az)| >
2}. Determina el valor de la constante a > 0 tal que B\A = (0, -15).

A={zcR:2*>2} = (—o00,—V2) U (V2,00).
B ={x e R" : |In(az)| > 2}, (a >0).

2
ln(am)zQ(:)ax:e2(:)x:€—.

a
! i r>1
Ahora, |In(az)| = n(az) ST v= ¢
—Infazr) si z <.
Por tanto
) 1 e?
siox>—, In(ax)>2e x> —
a a
' 1 1
six<—, —In(ar) >2&In(ar) < -2& 1< —;.
a ae
Entonces,
1 2
B=(0,—)U (=)
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ae? a

VA= 0.5 0G0\ [coe VB U (VR )]y

2

BAA=(0—5) & (S.00) = (Vo) 66 & = VB s 0= &

" ae? a

S

2) (15 puntos) Sea {ay}, oy la sucesion definida por

a, = (3 — ﬁ)sen(n).
a) Determina si {a,},y esta acotada.
Para todo n € N,
1

1
=|(3—= <3--<3.
la,| = 1(3 n)sen(n)] <3 o= 3

{an}, ey esta acotada por 3.

b) Estudia la convergencia de {ay}, oy -
La funcion sen(z) oscila entre -1y 1y 3 — < > 0 para todo n € N.
La sucesion {an}, oy no puede tener limite igual a cero, ya que Vn € N,
(3= 2)sen(n) #£0 y existen n; > ny ny > n tales que

(3 nil)senml) < 3(—%) < —g,
(3 — n%)sen(ng) > 3(%) > g

Tampoco puede converger a un nimero L # 0, ya que Vn € N existen
ny > ny ng > n tales que a,, >0y a,, <O0.

¢) ¢, Es cierto que {a,},y continene una subsucesion monétona conver-
gente?
Si: toda sucesion acotada contiene una subsucesion mondtona convergen-
te.

3) (16 puntos) Estudia la continuidad y derivabilidad en R de la funcion

¥ cos(2t)d .

1 si z=0.
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El dominio de f(z) es todo R.
Six #0, f(x)esderivable siendo el cociente de dos funciones derivables

y %Qx =240.
SI €Tr = 07
sen(2x)
_ 0 1
iy SUED) 722 00y 2005(20) 2,
2—0 972 Lm " ‘

Se sigue que f(x) es derivable y continua en R.

4) (20 puntos) Determina las asintotas, los extremos relativos y los in-
tervalos de monotonia, convexidad y concavidad de la funcién flz) =

|#3(x — 4)] — 1 en (—o0,00) vy representa grificamente dicha funcion.
Prueba que la ecuacion f(xz) = 0 tiene una tnica solucion en el intervalo

(0,1).
_J2tx—-4) -1 si 2Pz —-4)>0
@) = {—:1:3(x—4)—1 si 23z —4)<0
et —da® -1 si x € (—o0,0]U[4,00)
| —Pe—4)—1 si xe(0,4).

Ya que el dominio de f(z) es todo Ry hril f(z) = oo, la funcion no
tiene asintotas verticales y horizontales.
Six ¢ {0,4}, la funcion f(z) es derivable siendo un polinomio y

Flz) = 42 — 122% = 4a*(x — 3) si z € (—00,0)U(4,0)
S 4B+ 1222 = —4x*(x —3) si x€(0,4)

y f'(x) =0siz=3.

Sixz =0,
_ 4 4.3
limwzlimm Az 1+1:0,
x—0— xXr z—0~ A
_ .4 3
i L@ =0 oy Aol

r—0t X z—0t T
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Entonces f(z) es derivable en x =0y f’(0) = 0.

Sixz =4,

— f(4 —xt 44t —1+41 —x3(x—4
limM:hm T+ Az ™ :hmwz_ﬁ’
T—4— r—4 z—4— r—4 r—4— r—4

— f(4 44— 141 3(r—4
r—4+ xr—4 r—4+ r—4 T—4— r—4

Entonces f(z) no es derivable en x = 4.
Se sigue que los puntos criticos de f(z) son z = 0, 3, 4.
Monotonia:

, >0 si z€(0,3)U(4,00),
f(x){<o si z € (—00,0)U (3,4).

Por tanto, f(z) es creciente en (0,3)U(4, 00) y es decreciente en (—oo,0)U

(3,4).
x =0y x =4 son minimos relativos y £ = 3 es un méximo relativo.
Convexidad:
(2) 1222 — 24x = 122(x —2) si z € (—00,0) U (4, 00)
€Tr) =
—12x(z — 2) si e (0,4)
y

>0 si x€(—00,2)U(4,00)
ff(£)S=0 si =2
<0 si z€(2,4).

Se sigue que f(x) es convexa en (—oo,2)U (4, 00), concava en (2,4) y que
xr =2y x =4 son puntos de inflexion.

La funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado y acotado [0,1] y
f(0)=—1<0, f(1) =2 > 0. Por el teorema de la raiz, f(x) tiene una raiz
en (0,1). Esa raiz es tnica siendo f(z) estrictamente creciente en (0, 1).
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1204

1004

|l /

60 /

\ 201 //n\/

2 4 T 33 4 B

A/ o AP A

392394396 3,9@\;1/1.02 204406408 41

Figura 12.2: f(z) = |23(z —4)] — 1

5) (20 puntos) Calcula las siguientes integrales:

a)
622 — 24 22 —4
——————dr =6 | ——dx.
/x4—5$2+4x /x4—5x2+4x
Sea y = 2. Entonces

et =5t +d =1 —by+d=(y-Dy—4) =" -1 -4) y

-4 2% —4 _ 1 _
vt —5x2 44 (22 -1)(22—4) (z—1)(xz+1)
A n B (A+B)z+(A-DB)
r—1 z+1 2 -1 '
NOTA: la funcién % no esta definida en z = +1.
Para determinar A y B, resolvemos el sistema
A+B=0 B=—-3
A-B=1 A= %

Entonces,

622 — 24 6 1 1 z—1
/—x4—5x2—|—4d:€_§ {/x—ldlﬁ_/x—i—ldl} —31n(|x+1])+0.

1 In(x)
0 2 dr

b)
Ya que lim n(z)

z—0t &

= —o0, la integral es impropia de segunda especie.
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Siendo
1 2 2
im, | ) e~ i (l” m) 1= lm (0— n @) o
c—0t /. T c—0t 2 c—0+ 2

la integral diverge.

Elige s6lo uno de los siguientes problemas:
6) (15 puntos) Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor del

origen para la funcion

/etsen(t)dt porpdrtes e'sen(t) — /etcos(t)dt =
porpdrtes e'sen(t) — e'cos(t) — /etsen(t)dt.

Entonces [ e'sen(t)dt = e—; (sen(t) —cos(t)) +C'y

x

7) (15 puntos) Sean f(z) = [, e’dt y g(z) = %

Verifica que lim f(z) = lim g(z) = oo y calcula lim %
T—00 T—00 z—0o0 g(T
lim et dt > lim 1dt = lim x = oo,
e (00/00) 1. 2re”
lim — =" lim = 00,

T—00 2;U T—00
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2 ¥ et dt (c0/00) 2 [T et dt + 226
tim L) gy 2800 € oo 2o i -
T—00 g( ) T—00 6 T—00 21'633
N t2dt e’
— lim 20 1= lim ——— 4 1= 1i — 1.
a:l—{go rer + xl—{go e?? + 2x2ev? +1 ash—{go 1+ 222 tl=1
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Universidad

Rey Juan Carlos Bases de Matematicas

(Informatica de Sistemas y de Gestion) Soluciones del Examen de septiembre
Fecha: 6 de septiembre de 2002 Tiempo: 9:00 a 13:00
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran como no contes-
tadas.

Podéis consultar apuntes y libros, pero no estd permitido el uso de calcu-
ladoras.

1) (1 punto) Sean a,b € R. Estudia si la funciéon f(z) = 2° + az* + b,
x € R, posee, al menos, una raiz real (es decir, si existe algin zy € R con
f(zo) = 0).

La funciéon f(x) = 2° + az® + b es continua en R, siendo un polinomio.
Ya que

lim f(z) =00 vy lim f(z) = —o0,

T— 00 T——00

se sigue que la funcion alcanza valores positivos y negativos. Por el teorema
de la rafz, la funcion f(z) = 2° + az* + b, x € R, posee, al menos, una raiz
real.

2) (2 puntos) Halla el valor de

/°° r+3
3 5 dz.
o a0 —x*+x—1

Si x # 1, y operando de la forma usual,

r+3 B r+3
B —224+r—1 (z—1)(a2+1)

La integral es impropia de primera especie y converge si el siguiente limite

¢ x+3
lim i dx
c—oo Jo a3 —a?+ax—1
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existe (es finito).

Ahora,
r+3 _ A +B:c+C:(A+B):c2+(C—B)x+(A—C’)
(x—=1)(z2+1) (x—1) (22+41) (x —1)(x2+1)

Entonces, tiene que ser:

A+B= 0 (B _—) B= -2
A-C= 3 |A-1+4 =3 A= 2.

Entonces, para ¢ > 2,

¢ 3 © 2 © 2 |

/ Tt da::/ d:c—/ * dx—/ dr =
g B3I—a?4+x—1 g T —1 9 22 +1 o 22 +1

)+In(5)—arctg(c)+arctg(2).

= 2n|z—1||5—In|z*+1||5—arctg(z)|5 = ln((
La funcién In(x) es continua y

. (c—1)?
) = In(lim =5~

)= ln(limM

: (c—1)?
hm ln( oo 1 + ]./C2

oot 241

) = In(1) =0,

7
Ya que limarctg(c) = 5 8¢ sigue que

C—00

* T +3 T
/2 x3_$2+x_1dx:ln(5)—§—|—arctg(2).

3) (1 punto) Estudia si el conjunto

1
A=<6+ :neN
{ Jnts }

tiene supremo, infimo, maximo y minimo.

A es el conjunto imagen de la sucesion {a,} = {6 + nl+5}.
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Siendo

1 1 1
> = ,
vn+5  \/(n+1)+5 Vn+6

Vn > 1,

la sucesion {a, } es estrictamente decreciente y tiene valor méaximo 6+ \/ié,
que es también su supremo.
Su infimo es igual a lima, = 6, que no es un minimo, ya que a, >

6, Vn > 1. B

4) (1.5 puntos) ;Cual es el area mas grande que puede tener un triangulo
rectangulo cuya hipotenusa tenga 5 cm de largo?

Sean x e y las longitudes de los catetos del triangulo del problema y A su
area. Entonces

A:% y 2?4 y* =25

Por tanto,

Vo5 — 12
y=v25—2a% y A(m)z%.

Se trata de hallar el méximo de la funcioén continua A(z) sobre el intervalo
cerrado y acotado [0, 5].

1 x(—2x) 25 — 22
Al(z) = =(vV25 — 22 + = :
(@) = 5 A oE &) oo

El tnico punto critico en (0,5) es = = \%, ademés A(0) = A(5) = 0. Se
2

. . o 5V_ 25
sigue que el drea maxima es A(5) = Fem”.

5) (1 punto) Estudia

- (3)"

lim ~ -

o (3)" 4+ (5)
. (3)" , 1
lim - — = lim - ~=0
P ()

6) (0.5 puntos) Estamos interesados en resolver la integral indefinida

/secQ(ac) tan(x) dz.



292 CAPITULO 12. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES 2001-2002

La sustitucion u = tan(z) da por resultado

2

2
/SeCQ(x) tan(z) dx = /udu = % +C = taHQ(I) e

La sustitucion v = sec(x) da por resultado

2 2
/Secg(:p) tan(z) dr = /vdv = % +C = SeCQ(m) e
.Pueden ambos resultados ser correctos?
tan’(n) o S'()
2 2 cos?(x) ’
seCQ(m) 1 COS2(I) + Sin2(x)
2 +0_m+c_ 2 cos?(x) +C0=
1 sin®(z) sin?(z) 1
=5t oot TC = gaoiy T(EF3)
2" 2 cos?(x) * 2 cos2(z) +(C+ 2)

Ya que una integral indefinida es una familia infinita de funciones que son
iguales salvo una constante, ambos resultados son correctos.

7) (2 puntos) Dada la funcion

win

(2 =1)°,

a) estudia la derivabilidad de y(z),
La funcién esta definida en R y es derivable si

ANt

y(z) =

22— 140z #+1,

ya que la funcion 22 es siempre derivable y la funcién /x lo es si x # 0.
Siz=1,

N IO Y otk VAN 1 NG VL

z—1t r—1 —1+4 x—1 z—1+ 4 r—1
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De forma similar, si x = —1,
y(@) —y(1) 3(a* — 1)’ 3(x— 1) (¢ + 1)
lim =———~* = lim -——— = lim - -
z——11 z+1 ——1+4 x+1 z——1+ 4 x+1
. (x — 1)%
= lim - T = 00.

z——1+ 4 (gj + 1)§

La funcion y(z) = 2 (2* — 1)% no es derivable en x = +1.

b) determina las asintotas, los extremos relativos y los intervalos de mono-
tonia, convexidad y concavidad de la funcion y(z) y representa graficamente
dicha funcion.

Estando definida la funcién en R, no hay asintotas verticales. Tampoco
hay asintotas horizontales, ya que Igglooy(x) = 00.

Siz#+£1, Y (z) = \%%,yy’(x) =0 2=0.

Los tinicos puntos criticos son x = 0,1, —1.
>0 si xe(—1,0)U(1,00),
<0 si z€&(—o00,—1)U(0,1).

La funcion f(z) es creciente en (—1,0) y en (1,00) y es decreciente en
(=00, —1) y en (0,1).

Por tanto x = 1 y * = —1 son minimos relativos y = 0 es un maximo
relativo. De hecho, x = 1 y x = —1 son minimos absolutos y no existe un
méximo absoluto.

. 22—
Sl X 7é j:]_, y”(x) = 3%/(:5—2%)4

Convexidad y concavidad:

Monotonia: y'(x)

>0 si|z| > V3,
y'(x){ =0 si z=+v3, puntos de inflexion
<0 si |z|<1 o6 1<|z|<+V3

La funcion f(z) es convexa en (—0o, —v/3) y en (v/3,00) y es concava en
(—1,1), (=v3,—1) y en (1,+/3). (La concavidad de la funcién en los tltimos
dos intervalos no se puede apreciar en la siguiente figura obtenida utilizando
Maple V.)

YE) =0, y(0)=7, yvE) = VL
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6] /
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\ /
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\V/ \ /

4 -2 2 4

8) (1 punto) Se dice que el orden de contacto de dos funciones f(z) y
g(x) en un punto zy es igual a n € NU {0} si se verifica que

flwo) =glxo) v [P (wmo) =9gW(x0) VE=1,....n.

Dadas las funciones

222+
f(z) = / sen(t)dt vy g(r) = ax® + br +c,
0

halla a,b,c € R para que las funciones f(z) y g(x) tengan en xy = 0 orden
de contacto maximo.

Las funciones f(z) y g(x) estan definidas en todo R, donde son derivables
un numero arbitrario de veces por el teorema fundamental del calculo y por
ser sen(z) y g(x) infinitamente derivables.

f'(x) = sen(22* + 2)(4z + 1) vy J(z) =2ax +0,

=0 'y J0)=b =b=0.
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f(z) = cos(22® + ) (4o + 1)* + 4sen(22* +2) vy  ¢"(x) = 2a,

1
fo=1 vy 4¢0=2 =a=g

El orden de contacto serd maximo para los valores de a, b, ¢ encontrados.
(Calculando la tercera derivada de la f(z) en x = 0, se puede verificar que su
valor, 12, es distinto de ¢g®(0) = 0. Por tanto el orden de contacto maximo
de estas dos funciones es n = 2.)
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