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Introduccion

Esta publicaciéon contiene una coleccion de algunos de los problemas de
la asignatura de Bases de Mateméticas para las titulaciones de Ingenieria
Técnica en Informatica de Sistemas y de Gestion de la Escuela Superior de
Ciencias Experimentales y Tecnologia (ESCET). Los ejercicios se propusieron
a los alumnos durante las practicas y los exdmenes desarrollados con el sis-
tema Maple V en los anos académicos 1999-2000, 2000-2001 y 2001-2002.

En la segunda parte del manual se presentan soluciones completas. Es
indispensable que el alumno trabaje sobre cada cuestion e intente llegar a
sus propias conclusiones antes de leer las soluciones incluidas.

Los problemas, en su mayoria, no son originales. Se utilizaron ejercicios
(unas veces sin modificarlos, otras proponiendo variaciones de ellos) exis-
tentes en la bibliografia incluyda al final de esta publicacion.
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Parte 1

Problemas






Capitulo 1

Cuestiones sobre niimeros
complejos

1.1 Cuestiones sobre ntimeros complejos
(1999-2000):

1. La parte imaginaria de /2 — 21 es :

a) VvV2 -1
b) VV2+1
o) —vVvV2—1

2. El argumento de v/3 — 1+ T (\/5—1— 1) es:

a) arctan( ’\/‘g“g’_’ll )

b) arctan( gi )
c) Lx

4

3. Las soluciones de la ecuacion |z|* = |z|* 4 2 son:
a) no existen soluciones

b)1-1

&) —V2, V3, V2, —V2
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4. Las soluciones de la ecuacién 23Z 4+ 322 —4 = 0 son:

a) no existen soluciones
b) z =1y z = -1 son soluciones
¢) z = -2 es solucion

5. Las soluciones de la ecuacion z2 = 1 son:

3 11V3 3 11V3
a) 0, _5"'77 T2 T2

1 113 1 113
b) 1, =3+ EREIVED
1,10 1 1r
)23+ 237 2~ 23

6. La representacion grafica de las soluciones de la ecuacion z* = 1 como

vertices de un tridngulo es:

12 —
1

08 #
06 08 - 08 /
04 06 _— 06 /
oz | i 04 /
o e 02 /
029 | 024 \\\ | 0 /
\ / 043\ ~ 024 / /
0.4 0.6 ~— 0.4 /
06 038 T 06 ’f
-1 -0.8 - /
. - 12 - -1 S —
14717706 020 020.406

a) UTgET54 602040608 1 b) L4 TTEET5 0% 66 112 16 C)

7. La forma polar de % es:

a) polar(v/2, 1T)
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8. La representacion grafica en el plano real del entorno de radio 2 del
punto 1+ [ es:

3 — — 2 — 3
_— — _— — — —
_ ~ — ~ 18 /’ S
/ 16 / \
2 14 / 2 \
// \ [ 12 [ \
( \ ( ( \
| 1 | | 1 l 1 |
\ / \ fkos \ /
\ / \ ™
Yy 0 1 2 3 \ / 0.4 3 2 01 o 1
~. _ ~— _ 02 ~_ L
T ~___ ___— } ~—_ i
a) b) 2 48-16-14-12 -1-08-06-04-02 © C)

9. La expression polar(r,t)~2 * polar(s,u) es igual a:
a) polar(r?s, t + u)

b) polar(r?s, 2t + u)

¢) polar(rs, 2t + u)

10. La forma a + b1 del nimero complejo v/i es:
a) iﬁ + _11\/5
2 2

) ad
c)1+1
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1.2 Cuestiones sobre niimeros complejos
(2000-2001):

124+ —
131— 6

1. La parte imaginaria de /51 — es :

\/84050\/ 1097 13V/5y2 4 (65 1 15612 449770+5330 /5

205 205 205 205
410
1 \/2 A/ 70564 (245—71/5)2+168
b)
14
135 65
) \/84050\/ — 133524 (LB 635)2_ 2952045330 V5
410
2. El argumento de /51 — ?;T V__65 es:

a) arctan( \/\/245746 1740 /542445 \T)

\/ /2457461740 \/5-24—5/5

\/\/ 1400970412300 v5—72+13 f)
\/\/ 1400970+12300 v/5+72-13V/5

\/\/1400970+12300 VBE+72-13 f)
\/\/ 1400970+12300 v/5—72+13 /5

b) arctan(

¢) arctan(

]137 ]249 134513

3. Los ntimeros I°, y de son:

a) Igualesa —J oal
b) Igualesa 1 0 a —1
c¢) Todos iguales a [

4. Se considere la ecuacion 2° — 9 z* + 8 = 0, entonces:
a) no existen soluciones
b) z =1y z = 2 son soluciones
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¢) z = —2 es una solucion

5. Las soluciones de la ecuaciéon z° = 1 son:

a) —1, 1\[+__ 11\f\/5+
%_i_l_ll\[\’ V5 1\f_|_ _|_1I‘[\’ V5 _1\/5_|_1+L V5+v5
4 4 4 4

b) 1 1v5 l+11\f\/5+ 1\[ l 11\f\/
4

’4 )
_1VE 1 1IV24/5-V5 %_l_ll\f\/m-
4 4 4 9 4 4
(LA Ly 11\/5\/5-1-\/5 ) RV S 11@@5
o) (5 —g+———), 1= -3+ ),
15 1

_](___1_1If\/ By ps 1 1va5+) ~I

6. La representacion grafica de las soluciones de la ecuacion 2° = 1 como
vertices de un poligono es:

06 06 06
0.4 0.4 04
02 02 02

180604020

02 04 06 08 /I
0.2

8.06-04-020] 02 04 06 08 8.06-04020] 02 0]4 06 08
-2 02

04 -0.4
06 0.6

7. La forma polar de In(3 +31) es

a) polar(l—vélm(:w, —arctan(

1m
21n(18) ))

n arctan 3 arctan §
b) polar (1 V] (13)2+24 © (2)27 arctan (%13)(2)))

14/41n(18)2+72
4

¢) polar( , arctan (e (18)))
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8. La representacion gréafica en el plano real del entorno de radio 3 del
punto 3 — I es:

N

|
//

|
/

\
v

Lo
Lo b Lo

~
.
IS
\
y
o
&
/
S
PR
d

9. Sea x un numero real. Las expresiones a = W yb= W
son tales que:
a) a = cos(z) y b=sin(2x)
b) a = cos(x) y b = sin(x)

¢) a =sin(x) y b= cos(x)

10. Sabiendo que la condiciéon que tienen que cumplir tres niimeros com-
plejos u, vy w, con u distinto de w, para estar alineados, es que el

cociente =2 sea un nimero real, encontrar el lugar geométrico de los com-

plejos z=a-+Ib tales que 1 , z y z2 estén alineados.
a){b=0,a=a}, {a=a,b=+v—-a®>+2a}, {a=a,b=—v/—a®+2a}
b) {b=0,a=a}, {b=vV—-a>—2a,a=a}, {b=—V—a?—2a,a=a}
){b=0,a=a}, {a=a,b=+v—a?—a}, {a=a,b=—v—a®>—a}




Capitulo 2

Cuestiones sobre limites de
sucesiones y de funciones

2.1 Cuestiones sobre limites de sucesiones y de
funciones (1999-2000):

1. Sea a(n) = (5" +3")&). Utilizando un grafo para establecer la con-
vergencia o divergencia de la sucesion {a(n)}, se verifica que :

a) lim, . a(n) no existe

b) lim, . a(n) =5

¢) lim, o a(n) =3

> restart;

2. Sea a(n) — arctan(2n/(2n+1)). Utilizando un grafo para establecer la
convergencia o divergencia de la sucesion {a(n)}, se verifica que :

a) lim, ., a(n) no existe

b) lim,, .« a(n) =1

c) lim, o a(n) =

> restart;

3. Sea a(n) = (sen(3/n)) / (1/n). Utilizando un grafo para establecer la
convergencia o divergencia de la sucesion {a(n)}, se verifica que :
a) lim, o a(n) = 3

15
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b) lim,_ a(n) no existe
¢) lim,, . a(n) = oo

> restart;

4. En la aproximacion de la raiz r del polinomio 2* — 7 x + 2 = 0 conteni-
da en el intervalo (0,1) por medio de la sucesion

x(1) = 3, x(n+1)= ﬁ + 2 ( para todo n >=1) ( ver ejemplo 4 de la
teoria de esta Practica), el valor de |r — x(6)| es menor que

a) .0003373594336

b) .0002530195752

¢) .005060391504

> restart;

5. Sean f (x) = 1/xy g(x) = 22* — x — 2 . Estudiar el limite de "g o f
"( la funcion compuesta de g con f ) en el punto x=0. Se verifica que :

a) lim, o g(f(z)) = o0

b) lim, o+ g(f(x)) y lim,_o— g(f(x)) son distintos

¢) lim,_o g(f(z)) = -1
> restart;

6. Utilizando un grafo para determinar un nimero 4 tale que ‘% — 3’ < %
si |x — 2| < 4, se obtiene que

a) 0 = .05
b) 6 =.5
c)6=.1

> restart;

7. Para todo z en (-1,1) , sea f(z) := & . Utilizando un grafo para n=
2,3, 4y 5, se deduce que lim,_,q

a) es igual a co para todo n

b) no existe si n es impar y es igual a co si n es par

¢) no existe si n es par y es igual a oo si n es impar

l-'ﬂ

> restart;

8. Sea f(z) := SigSf—j) . Mirando al grafo de f sobre un intervalo que

contenga 2, el limite de f en el punto 2 parece ser (con una aproximacion de
10 digitos) igual a
a) .3609568912
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b) .3606737603
¢) .3601337601

> restart;

9. Utilizar el teorema de compresion y los grafos de las funciones f(z) := —?

, g(z) := 2% cos(20 ) y h(z) := z* para demostrar que lim, o g(z) es igual
a

> restart,;

10. Sea f(x) la funcién que a cada nimero real x le asocia el mayor niimero
entero menor o igual a x . Su definiciéon en Maple V es la siguiente : f: =
x-> floor(x).

Los limites de f(z) por la derecha y por la izquierda en el punto 3 son:

a) lim, 3, floor(x) no existe y lim,_,3_ floor(z) = 2

b) lim, 3 floor(z) = 3 y lim, 3 floor(x) no existe

¢) lim,_,34 floor(z) =3 y lim, 3 floor(z) = 2

> restart;
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2.2 Cuestiones sobre limites de sucesiones y de
funciones (2000-2001):

(m)<%)

1. Sea a, = —*—— el término de orden n de la sucesion {a,}.

Se verifica que:

a) lim, . a, no existe
b) lim, oo ap = =

e
¢) lim, o a, = 4e

> restart;

2. Sea r un ntimero real y sea a,, = (”T“)( 7= ) el término de orden n

de la sucesion {a,}. Calcula r para que lim, .., a, = (¢)* .

a)r =2
b) no existe ningun tal r .
c)r =4

> restart;

In(1+1)
2(7) 1

Mirando a la grafica de la sucesion, establecer su convergencia o diver-
gencia. Se verifica que :

a) lim, . a(n) =

3. Sea a, = el término de orden n de la sucesion {a,}.

1
In(2)
b) lim, . a(n) no existe

¢) lim,, . a(n) = oo

> restart;

4. El polinomio 3 — 7x + 2 = 0 contiene una raiz r en el intervalo (0,1).
Si se aproxima r por medio de la sucesion
xrr = %
, Tyl = @ + 2 ( para todo n >=1) (ver ejemplo 5 del apartado
Limites de sucesiones de la teoria de esta Practica), decidir si el valor de
|r — xg| es menor que

a) .00004425998400
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b) .0003098198880

¢) .0009294596639

Coémo en el ejemplo 5, |z, — 7| < % y, para n—8, se obtiene que
|r — xg| es menor que el valor

> restart;

5. Sea f (x) = x y sea g(x) la funcion definida a trozos por

g(2)=1y g(x)=3 si x es distinto de 2.

Estudiar los limites laterales de "g@f "( la funcion compuesta de g con f
) en el punto x=2.

Se verifica que :

a) lim,_ g(f(x)) = 3

b) lim, o¢ g(f(x)) y lim, 5 g(f(x)) son distintos

¢) lim, 5 g(f(z)) =1

> restart;

6. Observando la grafica, encuentra un nimero ¢ tal que [22% — 18| < £
si |z — 3] < 4.

a) 0 =.01
b) § = .05
¢) 6 =.02

> restart;

7. Estudia la funcion definida en R por

f(z) =z (e)%)
six <0, f( 2)=0 si x=0, f( z)= V2?2 + 1510 < x.
a) lim, o = (e)(*%) =00y lim, o V22+1=1
b) sus limites laterales en 0 son distintos
¢) la funcion es continua en x = 0

> restart;

8. Dada la ecuacion 22* — 1422 + 142 — 1 = 0, utiliza el teorema de la
raiz para verificar que

a) existe una solucion real en (-5,-4)

b) existe una solucion real en (0,1) y otra en (1,1.5)

¢) no tiene soluciones
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> restart;

9. Utilizar el teorema del encaje y las graficas de las funciones f(z) := —x
g(@) = 2 ()T y hiz) = e

para demostrar que lim, .o g(z) es igual a

a) -1

b) 0

c) 1

> restart;

10. Sea f(x) la funcion que a cada niimero real z le asocia el mayor niimero
entero menor o igual a x . Su definiciéon en Maple V es la siguiente : f: —
x-> floor(x).

Los limites de f(z) por la derecha y por la izquierda en el punto 8 son:

a) lim, g, floor(x) no existe y lim,_s_ floor(z) =7

b) lim, g, floor(xz) =8 y lim, s floor(x) no existe

¢) lim, g floor(x) =8 y lim, s floor(z) =7

> restart;



Capitulo 3

Cuestiones sobre derivacion

3.1 Cuestiones sobre derivadas e integrales (1999-
2000):

1. La funcién derivada de la funcion In(“£) es igual a la funcion

it
a) z%
b) ~wmeD

¢) Gt

> restart;

2. El valor de la funcion derivada décima de la funcion anterior, ln(z—i)

, en el punto 3 es

a) la funcion derivada décima no existe
b) 264535040

2900305
¢) “Sio2

21



22 CAPITULO 3. CUESTIONES SOBRE DERIVACION

3. ¢ Cuales son los puntos en los que hay que evaluar la funcion f(x) =
|z —3|+2x

en el intervalo I = [0,5] para determinar sus extremos?

a) 0,3,5

b) 0

¢) 3,5

> restart;

4. Un avion se dispone a iniciar la maniobra de aterizzaje cuando se
encuentra a una distancia r =10000 metros de la cabecera de la pista y a una
altura h=3000 metros. Si en ese momento vuela con una velocidad horizontal
constante u, queremos determinar un polinomio cibico cuyo grafo pudiera
seguirse como trayectoria aceptable de aproximacion.

., Cuadles de los siguientes polinomios seria una soluciéon a nuestro proble-
ma? :

a) —.6000000000 10~ 23 4+ .9000000000 10~° 22

b) —.6000000000 10~8 z* + .00009000000000 x*

c¢) —.6000000000 10~° 23 + .009000000000 z>

> restart;

5. Sea f(x) = 2® — 9x + 1. Dibuja su grafo y utiliza el método de Newton
para aproximar una raiz a partir del los valores x(0)=0 y x(0)=3. Se verifica
que:

a) el método no converge en los dos casos

b) el método converge si x(0)—0 y no converge si x(0)—3

¢) el método converge en los dos casos

> restart;
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6. Sean f(x) = 22 — 1y g(x) = x-1/2 en (0,1).

El area de la region limitada por y = f(x), y = g(x), x =0y x =1 es:
a) —2
b)
c)

> restart;

I 1w

7. Sean f(x) = 22 — 1y g(x) = x-1/2 en (0,1/2).
El volumen del solido de revolucion obtenido rotando alrededor del eje de
las x la region limitada por y = f(x), y = g(x),

x=0yx=1/2es:
61w
a) Ten

61
b) ;rﬁg
C) 20

> restart;

8. La ecuacion 22 +3® = 9xy determina una curva llamada "folium de
Descartes". Dibuja el grafo de esta curva y encuentra la expresion de a% Y.

1(9y—3x2

a) %Y(x) = (33(2)2 )
1(=32249y(z
b)%y(aj):— ( 9: y(x))

32249y (x
c) %Y(x) = WQ_}IQ(I)

> restart;
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9. El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcion f(z) = e?*=2 en un
entorno de x=0 es:

a) e + 2D x4 2V 2 4 @

b) 1+ 22+ 227 4 422

¢) el 4+ 2e g 426022 4 w

> restart;

10. El valor de la integral impropia f25 \/% dz es:

a)2\/§
b) 2v5 — 22

¢) la integral no converge

> restart;
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3.2 Cuestiones sobre derivaciéon (2000-2001):

En los siguientes tres problemas se analizan algunas tasas de cambio
relevantes en aplicaciones de la teoria de la derivacion a la economia y al
comercio. Por tanto, fijjamos la notacion basica utilizada.

> #presiona return cuando termines de leer
Términos basicos:

x es el nimero de unidades producidas (o vendidas),

p(x) es el precio por unidad que una empresa puede fijar si vende x
unidades (funcién de demanda).

R(x) = x p(x) es el ingreso total obtenido por la ventas de x unidades,
C(x) es el coste total de produccion de x unidades,

c(x) = C(x)/x es el coste medio por unidad,

P(x) = R(x) - C(x) es el beneficio total al vender x unidades.

El punto de equilibrio es el niimero de unidades para el cuél R (x)=C(x).

> #presiona return cuando termines de leer
Términos marginales:

2 R(z) es el ingreso marginal, - C(z) es el coste marginal y
2Pz ) es el beneficio marginal.
Estas funciones representan las tasas de cambio de las funciones R(x),

Clz), y P(a)

1. Sea x es el nimero de unidades de un producto producido por una
empresa.

Se verifica que si x es un minimo para la funcién coste medio c(x)
y un maximo para la funci(‘)n beneficio total P(x), entonces

) clo) = £ C) = £ R(@)

b) ¢(x) = & C(x) y & P(x) = ZR(x)
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> restart;

2. En la comercializacion de un producto se ha comprobado que la funciéon
demanda viene dada por

pesetas.
El coste de produccion de x unidades es C(x)= 5 x +5000.

Se verifica que el precio por unidad para el el que se consigue un beneficio
méaximo es igual a

a) 20 pesetas
b) 10 pesetas

¢) 15 pesetas

> restart;

3. El coste C(x) de pedido y transporte de las componentes utilizadas en
la fabricacion de un cierto producto es

200 =z
Cla) = 10005 + 5

) (1<)

donde C(x) se mide en miles de ddlares y x es el tamano del pedido en
cientos de unidades. El tamano x que minimiza el coste es

a) 10.62505428
b) 13.55695401

¢) 40.44724133

> restart;
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4. En el intervalo [-20,20] la funcion f(x) = 224+ To+3

T

a) tiene un maximo absoluto
b) no tiene extremos relativos

¢) tiene un minimo absoluto

> restart;

5. Elvalor de la funcion derivada de orden 5 de la funcion tan(cos(2 z* — In(2x)))
, en el punto x=1 es

a) —54109.3060
b) —214.0054479

¢) la derivada de la funcion no existe en x=1

> restart;

6. {Cuales son los puntos en los que hay que evaluar la funcion f(x) =

3 _ 5w
[40° =5

para determinar sus extremos en el intervalo I = [-1/4,1/4] ?
a)-1/4,1/4

b) 0

c)-1/4,0,1/4

> restart;

7. La derivada de la funcién y(x) definida implicitamente por la ecuacion

2?y(2)* = (y(z) +1)* (4 = y(x))

es igual a
fé) _ 22 y(x)?
a) oz Y(x) Y y(x)JZ3y(:v)2712
o o 2z y(x)?
b) oz Y(x) T T 222 y(x)f4y}Ew)+3y(x)277

lé) _ 22 y(x)?
C) B_IY('T) T 242 y(x)+4y(y:r)+3y(x)2715
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> restart;

8. Sean g(x) = z* y h(x)= x+3. Dibuja sus gréficas y utiliza el método
de Newton con punto inicial z=1.5 para aproximar, con siete decimales, las
coordenadas x de uno de sus puntos de interseccion . Se verifica que para
obtener el grado de precision pedido hay que aplicar el procedimiento new-
ton:=proc(f,z,n) (ver teoria de esta practica) a la funcion f(x)= g(x)-h(x)
con

a) n al menos igual a 2
b) n al menos igual a 3

¢) n al menos igual a 4

> restart;

9. El polinomio de Taylor de orden 5 de la funcion f(z) = 2"3+°+2) en un

entorno de x=0 es:
a) 1.616806672 + 1.681027479 3 — .3868710161 z°
b) 1.616806672 + 1.681027479 x3
c) 2.141486065 + 1.484365028 x3

> restart;

10. Si R(x) denota la reaccion de un cuerpo a algun estimulo de tamano
x, la sensibilidad S(x) se define como

la tasa de cambio de la reaccién respecto de x.

Por ejemplo, si la intensidad x de una fuente de luz crece, el ojo reacciona
disminuyendo el area R(x) de la pupila segin la formula experimental

40 + 24 2(3)
R(r) = ——F5—
14426

si0<z.

Mirando a una grafica, se observa que:

a) R(x) y S(x) son decrecientes
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b) R(x) y S(x) son crecientes
¢) R(x) es decreciente y S(x) es creciente

> restart;

> #fin
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CAPITULO 3. CUESTIONES SOBRE DERIVACION



Capitulo 4

Cuestiones sobre integracion

4.1 Cuestiones sobre integracion (2000-2001):

1. Estudia la convergencia o la divergencia de la integral fooo Wﬁ dz

a) La integral diverge

b) La integral converge a %;15) — 1i5

. 41n(2)
c) La integral converge a ~—==

> restart;

2. Estudia la convergencia o la divergencia de la integral f13 \/I+7_1 dz.
a) La integral converge a .9772817885

b) La integral converge a %;15) — 1i5

¢) La integral converge a .3473148625

> restart;

3. Sea F(x) = (fox e®) dt)2 y sea G(x) = e@). Se puede verificar que
lim, o F(z) = lim, .. G(z) = .

Utilizando la regla de L’Hopital para calcular lim, ., % se verifica que
este limite es igual a

a) 3

b) 0

¢) no existe

31



32 CAPITULO 4. CUESTIONES SOBRE INTEGRACION

> restart;

4. Sean f(x) = 22 — 6y g(x) = 12 — 2% en [-5,5].

El area de la region limitada por y = f(x), y = g(x), x = -5y x =5 es:
a) 22

) o

(:)33ﬁ

> restart;

5. Hallar el area encerrada por la grafica de la funcion f(z) = |22 — 42 + 3]
entre x=0 y x=4.

a) 3

b) 4

c) -2

> restart;

6. Hallar el area encerrada por la grafica de la funcion f(x) = H% y su
asintota.

a) 27

b) ©

c)%

> restart;

7. Sean f(x) = 22 — 6 y g(x) = 12 — 2% en [-5,5] . (Ver Problema 4)

El volumen del solido de revolucion obtenido rotando alrededor del eje de
las x la region limitada por

y = f(x), y = g(x), x = -y x =5 es:

a) 784w

b) —7847

c) 6087

> restart;

8. Sea C la circunferencia de radio 2 con centro en el punto (3,0). La
ecuacion que define C es (z — 3)? +y* = 4.

El volumen del solido de revolucion obtenido rotando alrededor del eje de
las y la region limitada por C es:

a) 2472

b) 1272

c) 62

> restart;
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4.1. CUESTIONES SOBRE INTEGRACION (2000-2001):

9. Halla el valor de la constante C tal que la integral impropia fooo o # dx

converge.
a) la integral diverge para todo valor de C
b) C =0
c)C=3

> restart;
10. Verifica que la integral impropia ffooo:cdx diverge. Ahora calcula

im0 ffc rdr.
Se verifica que:
a) lime_.o [©, @ dz diverge
b) lim oo [ xdx =3
¢) limeoo [ 2dx =0

> restart;
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Parte 11

Examenes
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38 CAPITULO 5. EXAMENES (1999-2000)

ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen A
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 minutos
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Para todo n € N, sea a(n) = (1 + 3n)s. Si la sucesion converge,
halla su limite. (Puedes utilizar un grafo para visualizar la convergencia o la
divergencia de la sucesion).

2. Calcula el valor de la integral f04 f(z)dx donde f esla funcion f(z) =
sen(3z) si 0<z<2
arctan(x) si 2<ax <4’

sec(z)

3. Halla el valor de la derivada segunda de la funcion f(x) = Tran(a)

el punto x = 1.

en
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4. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 5 de la funcion f(x) =
325 — 423 + 22 — 6 en un entorno del punto xy = 1.

5. Sean f(x)=+3x—1 y g(x)= @ Estudia el limite de la funcion

go f enel punto g = 1. (In denota el logaritmo neperiano).

2431

6. Halla la forma polar de =7 .
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen B
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

3

1. Halla el argumento de .

2. Sean f(z) = 25y g(x) = 3% Estudia el limite de la funcion

go f en el punto ¢ = 1.

3. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 5 de la funciéon f(z) =
3(z —1)% + 42 — 4 en un entorno del punto zg = 0.
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2
4. Para todo n € N, sea a(n) = &n(n) Si la sucesion converge, halla
su limite. (Puedes utilizar un grafo para visualizar la convergencia o la
divergencia de la sucesion).

5. Halla el valor de la derivada segunda de la funcion f(z) = cot(=4y)
en el punto x = 1.

6. Calcula el valor de la integral fi f(z)dz donde f es la funcion

flz) = =222 si —1<zx<0
| arctan(z) si 0<ax <3
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen C
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 6 de la funcién f(z) =
In(xz+1) en un entorno del punto zo = 0. ( In denota el logaritmo neperiano)

2. Calcula el valor de la integral f04 f(x)dx donde f es la funcion

f(x) = 22 +2r si 0<z<l1
v = —2In(z) si 1<z <4

n@2+e) .
3. Para todo n € N, sea a(n) = % Si la sucesion converge,

halla su limite. (Puedes utilizar un grafo para visualizar la convergencia o la
divergencia de la sucesion).
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4. Sean f(z) =2 +31 y g(z) = arcsen(x). Estudia el limite de la
funcion go f en el punto xg = %

5. Halla la forma binomica (a + bI) de (2v/3 + 2I)°.

6. Encuentra la expresion de 37
la ecuacion sen(x +y) = y* cos(x) .

4 i 1a relacion entre y y = esta dada por
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen D
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Encuentra la expresion de g—g si la relacion entre y y x esta dada por
1-vy
7 -

la ecuacion x =

2. Calcula las soluciones de la ecuacion 2%+ 1122 + 18 = 0.

3. Sean f(r) = 5 v g(x) =z + ;. Estudia el limite de la funcion
go f enel punto zop = —1.



4. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 7 de la funcion f(z) =

en un entorno del punto xo = 0.

2-1 . .,
5. Para todo n € N, sea a(n) = 7 L dx. Sila sucesion converge
9 1+7 T )

n

halla su limite. (Puedes utilizar un grafo para visualizar la convergencia o la

divergencia de la sucesion).

6. Calcula el valor de la integral f_ll f(x)dx donde f es la funcion

sen(x) .
_ ) = si O<x <1
f($)_{ 1 si —1<z<0
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen E
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Halla las raices cibicas de 1 + 1 .

2. Sean f(z) = arctan(\/i%) y g(z) = |%|. Estudia el limite de la

funcion go f en el punto g =0 .

3. Estudia la convergencia de integral impropia [ f(z)dx donde f(z) =
1

[ln(z)]?
(In denota el logaritmo neperiano)
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4. Para todo n € N, sea a(n) = ;\/ZI%}\/Z Si la sucesion converge,
halla su limite. (Puedes utilizar un grafo para visualizar la convergencia o la

divergencia de la sucesion).

5. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 4 de la funcion f(z) =
vx+ 1 en un entorno del punto xy = 0.

<2 d . * 2 2
6. Encuentra la expresion de 52 si la relacion entre y y x estd dada por

la ecuacion y/x +y + /xy = 6.
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Examen F
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Encuentra la expresion de j—g si la relacion entre y y x estd dada por
la ecuacion z* = y* + z?sin(y) + 1.

1

2. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 6 de la funcion f(x) = 175

en un entorno del punto xq = 0.

1
3. Para todo n € N, sea a(n) = [, edx. Si la sucesion converge,

n
halla su limite. (Puedes utilizar un grafo para visualizar la convergencia o la
divergencia de la sucesion).
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4. Calcula las soluciones de la ecuacion  z* + 322 — 4 = 0.

5. Estudia la convergencia de integral impropia [ f(2)dz donde f(z) =

sin(x)

\/1+cos(z)

6. Sean f(z) = |2>—2| y g(x) = arcsin(:). Estudia el limite de la
funcion go f en el punto o =0 .
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Examen M
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Calcular el argumento del nimero complejo v/5 + iv/5.

2. Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de la funciéon f(z) = e 5%’

en un entorno de x = 0.

3. Sean f,g : R — R las funciones definidas por f(z) = €3 + 1y
g(z) = 22 —10. Calcular el area de la region limitada por y = f(z), y = g(z),
r=2yx=3.

., . ., 1
4. Calcular el valor de la funcion derivada tercera de la funcién V=]

en el punto xr = 2.

2 1 . . <2
5. Para todo n € N sea a(n) = (3™ — 2")». Determina si la sucesion
{an}n es convergente o no y calcula en su caso el valor de su limite. (Puedes
utilizar un grafo para visualizar la convergencia o divergencia de la sucesion).
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6. Sean f(x) =222+ 7+32% y g(x) = 4¢*"*2*_ Estudia el limite de
la funcion g o f en el punto zo = 1.
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Examen N
Fecha: Febrero de 2000 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por seis problemas cada uno de ellos valorado
sobre dos puntos. FEn la respuesta a cada ejercicio hay que incluir los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

. . ., n/ 2n_
1. Determina si la sucesion {e V»+1}, es convergente o no y calcula en
su caso el valor de su limite.

2. Sean f(x) =+/(3x+2)2 y g(z) = 2* — 5. Estudia el limite de la
funciéon fog en el punto xg = 0.

3. Halla la tercera derivada de la funciéon f : R —— R definida por f(z) =
ele+1)? y calcula el valor de dicha derivada en el punto x = 0.

4. Sean f(x), g(z) : R — R las funciones definidad por f(z) = 22 + 12
y g(z) = —z. Calcula el area de la region limitada por y = f(x), y =
r=0,yx =1
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5. Encuentra el polinomio de Taylor de orden 4 de la funcion f(z) =
e’ ~2°+1 o un entorno del punto zy = 0.

6. Halla las raices complejas de la ecuacion 5 |z|> = 3|z + 1.
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56 CAPITULO 6. EXAMENES (2000-2001)

ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezxamen A
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Calcula los puntos criticos de la funcion f : [-2,2.5] — R definida
como f(z) = |z* — 3z% + 2.
Solucién:

2. Estudia la continuidad de la funcion definida a trozos como f(z) =
207 + 3z +1siw <0y f(x) =wsen(3/x) + (1+ 2)* siz > 0.
Solucién:

3. Encuentra la parte imaginaria del siguiente nimero complejo:

V3 +2i
1—3i

Solucioén:
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4. Calcula el area que encierran las gréficas de las funciones f(z) = —2?+7
y g(x) = 22 — 7 entre sus dos puntos de corte.
Solucién:

5. Sea la funcion h(z) = ln(%) Calcula el valor de la derivada undéci-
ma en el punto z = 3.5.
Solucién
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen B
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Para todo n € N, sea {a,}neny la sucesion definida por a, =
)
(=1)™(1 + —)™. Si la sucesion converge, halla su limite.
n

(Puedes utilizar una grafica para visualizar la convergencia o la divergen-
cia de la sucesion.)
Solucién:

1-71
2. Halla la f lar d = :
alla la forma polar de =z 316l

Solucioén:

3. Sea la funcion f(x) = arctg(3z® — 1). Calcula el valor de la derivada
séptima en el punto x = 1.
Solucién:
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4. Sean f(x) =2 —2x+4 y g(z)=2*+2.

Calcula el volumen del solido de revolucién obtenido rotando alrededor
del eje de las x la region limitada por y = f(x), y = g(x), x = 0y x =1.

Solucibén:

5.5¢ea f(x) = a* — 22 + 7.

Halla el valor en x = 2 del polinomio de Taylor de orden 4 de f en un
entorno de xg = 1.

Solucién
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen C
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucidn,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Para todo n € N, sea {a,}neny la sucesion definida por a, =
Jot cos(3z — m)da.
Si la sucesion converge, halla su limite.
(Puedes utilizar una grafica para visualizar la convergencia o la divergen-
cia de la sucesion.)

Solucioén:

1

2. Halla la parte imaginaria de z = m

Solucioén:

y [ 32*—bx si x>1
3. Sea la funcion f(z) = A3 G orei
derivada de f, si existe, en el punto z = 1.

Solucioén:

. Calcula el valor de la
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4. Sea f(r) = (2z —1)® en [0,3].

Calcula el volumen del solido de revolucién obtenido rotando alrededor
del eje de las y la region limitada por y = f(x),x =0y x =3 .

Solucibén:

5. Halla la derivada de la funciéon y(x) definida implicitamente por la
ecuacion

Solucion
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen D
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Dada la funcion f : [1,4] — R definida como f(z) = (—x? + 4x)In(z).
Determina los méximos y minimos absolutos de la funcion. (Observacion: el
comando fsolve resuelve ecuaciones que no resuelve solve.)

Solucién:

2. Calcula la integral entre -2 y 2 de la funcion definida a trozos como
fl@)=22>+3x+5sic <0y f(z) = (£)** siz>0.
Solucién:

3. Expresa en forma trigonométrica el siguiente nimero complejo:

(3 + 2i)?
1—3i
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Solucion:

4. Sea la funcion f(z) = a* — 72® + 222 + 7. Estudiar los intervalos de
convexidad y concavidad de f.
Solucién:

5. Sea {an }nen la sucesion cuyo término general es a, = (“2)*". Deter-
mina su limite y encuentra el error que se comete al aproximar el limite por
el término 2000 de esta sucesion. (Indicacion: usa el valor aproximado que
tiene Maple para el valor del limite de la sucesion.)

Solucién
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen E
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Estudia la continuidad de la funcién definida a trozos como f(z) =
20> +3x+2six <0y f(z) =zcos(3/x) + (1 + 2)* si z > 0.

Solucién:

2. Calcula los puntos criticos de la funcion f : [—2,2.5] — R definida
como f(z) = [3z® — 2% + 2.

Solucién:

3. Encuentra la parte real del siguiente niimero complejo:

Vo —21

1+3i
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Solucion:

3z2+1
442

4. Sea la funcion h(z) = arctg( ). Calcula el valor de la derivada
décima en el punto z = 3.5.

Solucion:

5. Calcula el area que encierran las graficas de las funciones f(x) = —3z?+
9y g(x) = 32% — 9 entre sus dos puntos de corte.
Solucién
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ooe
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Examen F
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1+71

1. Halla la forma polar de z = m

Solucioén:

2. Para todo n € N, sea {a,}neny la sucesion definida por a, =
2
(—=1)"*(1 4 =)3". Si la sucesion converge, halla su limite.
n

(Puedes utilizar una grafica para visualizar la convergencia o la divergen-
cia de la sucesion.)
Solucién:

3. Sea la funcion f(x) = cos(3z® — €e*). Calcula el valor de la derivada de
orden 15 en el punto z = 2.
Solucién:
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4. Sea f(x) =a* — 3z +5.

Halla el valor en © = 3 del polinomio de Taylor de orden 4 de f en un
entorno de xg = 2.

Solucidn:

5.Sean f(x)=(z—1) =2z —1)+4 y g(z)=(z—1)*+2.

Calcula el volumen del solido de revolucién obtenido rotando alrededor
del eje de las x la region limitada por y = f(x), y = g(x), x = 0y x —1.

Solucién
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen G
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucidn,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Para todo n € N, sea {a,}tnen la sucesion definida por a, =
sen(m + 2z)dz.

Si la sucesion converge, halla su limite.

(Puedes utilizar una grafica para visualizar la convergencia o la divergen-

cia de la sucesion.)
Solucién:

+
s

n

J-

3=3

1
2. Halla el argumento de z = m

Solucion:

24 st x>2
13z —16 si <2
derivada de f, si existe, en el punto x = 2.

3. Sea la funcion f(x) = Calcula el valor de la
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Solucion:

4. Sea f(x) = (4z —5)2.

Calcula el volumen del solido de revolucién obtenido rotando alrededor
del eje de las y la region limitada por y = f(x), x = 1y x =4.

Solucién:

5. Halla la derivada de la funcion y(x) definida implicitamente por la
ecuacion

z® +y(x)* = (2y(z) — Dy(z)".

Solucion
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Examen H
Fecha: 8 Febrero de 2001 Tiempo: 50 m.
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion,
los comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Calcula la integral entre -2 y 2 de la funcién definida a trozos como
fx)=a*+3z+5siz <0y f(z) = (£)*siz>0.
Solucién:

2. Dada la funcion f : [1,4] — R definida como f(z) = (2% — 4x)in(z).
Determina los méximos y minimos absolutos de la funcion. (Observacion: el
comando fsolve resuelve ecuaciones que no resuelve solve.)

Solucién:

3. Expresa en forma trigonométrica el siguiente nimero complejo:

(3 — 2i)
(1—3i)2
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Solucion:

4. Sea {an }nen la sucesion cuyo término general es a, = (2£2)*". Deter-

mina su limite y encuentra el error que se comete al aproximar el limite por
el término 1000 de esta sucesion. (Indicacion: usa el valor aproximado que
tiene Maple para el valor del limite de la sucesion.)

Solucién:

5. Sea la funcion f(z) = 2* — 72 + 22% + 7. Estudia los intervalos de
convexidad y concavidad de f.
Solucién
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezamen A
Fecha: 8 de Febrero del 2002 Tiempo: 50 minutos
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion, los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Si a,b> 0, halla

. (M)
2

n—oo

Solucioén:

2. Calcula los puntos criticos de la funcion f : [0,5] — R definida como
f(z) = |42t — 322 + z + 1.
Solucién:
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: s 0
3. Estudia la continuidad en = = 0 de la funcion f(z) = {i S? v 70,
siox=

Solucion:

4. Calcula el volumen generado al girar la elipse

22 2
a2t =t
alrededor del eje de las ordenadas.
Solucién:

5. Sea f(z) = In(e®cos(x)). Calcula el coeficiente de z7 en el polinomio
de Taylor de f(z) en un entorno de a = 0.
Solucién:
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ooo
Universidad
Rey Juan Carlos Bases de Matematicas
(Informatica de Sistemas y Gestion) Ezxamen B
Fecha: 8 de Febrero del 2002 Tiempo: 50 minutos
APELLIDOS (UTILIZAR MAYUSCULAS) NOMBRE D.N.I.

El examen estd formado por cinco problemas todos del mismo valor.

En la respuesta a cada ejercicio hay que incluir, junto a la solucion, los
comandos de Maple empleados para obtenerla.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no con-
testadas.

1. Calcula los puntos méaximos y minimos locales, asi como los puntos de
inflexion de la funcion

Solucioén:

2. Halla la derivada de orden 10 de la funciéon definida como:

f(x) = Tim (

n—00 n

n+x, _,,

)

Solucioén:
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3. Determina los dos primeros términos no nulos del polinomio de Taylor
en x = 0 de la funcion:

f(x) = tan(sen(z)) — sen(tan(x))

Solucion:

4. Halla el area de la regiéon

1
S = {(%y) ER:z,y>0,y <a?y< —2}
xz

Solucioén:

5. Di cuantas soluciones tiene la ecuacién
=2 en [1,00].

Solucion:
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Parte 111

Soluciones de los problemas
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Capitulo 8

Soluciones de las cuestiones sobre
nimeros complejos

8.1 Soluciones de las cuestiones sobre niimeros
complejos (1999-2000):

1. La parte imaginaria de 2 — 21 es :

a) Vv2—1

b) VV2+1

¢) —vVv2—-1

> restart;Im(sqrt(2-2%1));

—VV2-1

La respuesta verdadera es la c).

2. El argumento de v/3 — 1 + I (v/3 +1) es:

a) arctan(%)

)

B

+

b) arctan(

(:){T7T

S

> restart;argument (sqrt(3)-1+I*(sqrt(3)+1));

81
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V341

V3-1
La respuesta verdadera es la b) .
3. Las soluciones de la ecuacion |z|* = |z|> + 2 son:
a) no existen soluciones
b)1—-1
SISV

> restart;solve(abs(z)~4 = abs(z) ~2+2);

—V2, V2, V2, V2

La respuesta verdadera es la c).

4. Las soluciones de la ecuacion 23z + 322 — 4 = 0 son:
a) no existen soluciones

b) z =1y z = -1 son soluciones

¢) z = -2 es solucion

)

arctan(

> restart;solve(evalc(z~3*conjugate(z)+3*z~2-4 = 0));
1, -1,21,-21
La respuesta verdadera es la b).

5. Las soluciones de la ecuaciéon z* = 1 son:
b) 1, _% + 112\/37 _% B %3
c) 2, 5+ 112\/57 i 112\/3

> restart;solve(z~3 = 1);
1 1 1 1
1, ——+ =1 —— =1
=55 V3, 573 V3
> 2, 1/2+1/2xI*sqrt(3), 1/2-1/2%I*xsqrt(3);
1 1 1 1
2, —+ -1 —— =1
33 V3, 573 V3

La respuesta verdadera es la b).
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6. La representacion grafica de las soluciones de la ecuacion z* = 1 como
vertices de un tridngulo es:

08 <. 121

06 - 08

04]/ . 067/ _
/ ~ ol

~_ |

|

] 024 S
- )

0.2 ~ /
\ - -04+4\ ~ 023 /
-0.4 _ / 067\ 047\ / /
0.6 \\ e / -0. 31 \\ 0.6 /
,/ — /
o8 < _ -12 - - 81 et
a) 1758704 002040608 1 b) 147776602 02 06 112 16 C) 141706 “0.20 0.20.406

> restart;with(geometry) :triangle(T, [point (A2,1,0),point(Al,-1/2,sqrt(3
> )/2),point (A3,-1/2,-sqrt(3)/2)]) :draw([circumcircle(C,T, ’centername’=0

> 0),T1);

U EE T84 602040608 1

La respuesta verdadera es la a).

7. La forma polar de gﬁgi es:

a) polar(\/\% )
b) polar(1y2, 1)
¢) polar(v/2, 2T)

> restart;z:=(I-1)"5/((I+1)~4); convert(z,polar);

zi=—141
3
polar(v/2, Zw)

La respuesta verdadera es la ¢).
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8. La representacion gréafica en el plano real del entorno de radio 2 del
punto 1 + [ es:

o o 2 3
<8 - ™~ 18 -~
\ 16 \
2
/ N /
\ [ 12 (
| \ |5 \ 1 |
\ / \ Jro.8 \ /
/ /tos /
-1 0 1 2 3 / 0.4 3 2 E o 1
- - ~— - 02 ~
-1 T — T~ —

b) 2181681412 1108060402 © C)

> with(plottools): c¢ := circle([1,1], 2,
> color=red):
> plots[display] (c);

La respuesta verdadera es la a).

9. La expression polar(r,t)~2 * polar(s,u) es igual a:

a) polar(r®s, t + u)

b) polar(r?s, 2t + u)

c) polar(rs, 2t + u)

> restart;simplify(polar(r,t)~2 * polar(s,u)) ;
polar(r? s, 2t + u)

La respuesta verdadera es la b).

10. La forma a 4 b1 del nimero complejo Vi es:
12 112
a) 5=+ 5T
1v2 1142
2 2
141
> restart; simplify(sqrt(I));

1 1
5\/5—0—5[\/5

\_/E

C
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La respuesta verdadera es la a).
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8.2 Soluciones de las cuestiones sobre niimeros
complejos (2000-2001):

U 124 V5
1. La parte imaginaria de /51 — 52775" es :

1097 _ 13 f (¢ 65 156
\/ 84050 \/ So — 15052) 2+ (52 + 502 )2 44977045330 V5
410

b) 1 \/2 \/ 7056+(245—7/5)2+168

14

_13 \F (L1814 6 65
\/ 84050 \/ 35502+ (St + 52 )2 —29520+5330 V5
410

> restart;Im(evalc(sqrt(5*I-(12+sqrt(-5))/(13*I-6))));

1181
84050 4/ (7= — === — — 29520 + 5330 V5
410 \/ 205 205 \/—) * 205 205 \/_) * &
La respuesta verdadera es la c).
1245

2. El argumento de /51 — =57=5" es:

a) arctan( \/\/245746 1740 V542445 f>
\/\/245746 1740 V/5-24-5/5

\/\/ 1400970412300 v/5—72+13 f)
\/\/ 1400970412300 v/54+72—13 V5

\/\/ 1400970412300 v/5+72—13 f)
\/\/ 1400970412300 v/5—72+13 /5

> restart;simplify(argument (evalc(sqrt (5*%I-(12+sqrt(-5))/(13%xI-6)))));

b) arctan(

c) arctan(

\/ V1400970 + 12300 /5 — 72 + 13 /5
\/ /1400070 1 12300 /5 + 72 — 13/5

La respuesta verdadera es la b) .

arct an

)




8.2. SOLUCIONES NUMEROS COMPLEJOS (2000-2001) 87

[13’ [249 [34513

3. Los ntmeros I°, y de son:

a) Igualesa —J oal

b) Igualesa 1 0 a —1

¢) Todos iguales a [

> restart;I°5, 1I°13, I7249,1°34513;
III T

La respuesta verdadera es la c).

4. Se considere la ecuacion 2 — 923 +8 = 0, entonces:
a) no existen soluciones

b) z =1y z = 2 son soluciones

¢) z = -2 es solucion

> restart;solve(evalc(z~6-9%z~3+8 = 0));

1 1 1 1
1,2, —1+1v3, -1-1V3, —§+§I\/§, —5 51\/§
La respuesta verdadera es la b).
5. Las soluciones de la ecuacion z° = 1 son:

a) _1’ l\[+__11\[\/5+

%5+%1 1I\f\/ V5 1\[+ _'_11\/\/ NG _%g_f_i_'_”ﬁl/ﬂ\/g
b) 1 1v5 1 4+ LIV2V54V5 11\/5\/5+\/5 &g_ 11\f\/

’ 4 1 4
_M_l_L\/ u_;_lff\/5+

4 4 4

11f\/5+ 11\/5\/57\/5
0) =1 (HfE — f 4+ HOEEEY), S (-hE - 4 HEY),
1 1

_](_ﬁ_l_Lv) ](ﬁ_i_L VOHVEY g

> restart;solve(z"5 = 1);

1 L6 1y 11\/5\/5+\/5 _1V5 ;+11\/§\/5—\/5
4 4 4

La respuesta verdadera es la b)
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6. La representacion grafica de las soluciones de la ecuacion 2° = 1 como
vertices de un poligono es:

06 06 06
04 04 04
02 02 02

806-04-020] 02 04 06 08 8°06-04-020] 02 04 06 08 4806-04-020] 0204 06 08 /i
-0.2 0.2 02

0.4 -0.4 -0.4

: : = —

vV V.V V V

{p,c}H);

La tnica representacion grafica posible es la opcion a), ya que los poli-
gonos en b) y ¢) no dividen la circunferencia unitaria en 5 partes iguales.
La respuesta verdadera es la a).

7. La forma polar de In(3 4+ 3 1) es:

(1 \/41n(18)2+x2
1

a) polar : —arctan(#(ﬁg)))

n I n 3 arctan 3
b) polar (1 V1 (13)2-;43 cta (2)27 arctan <2#15)(2)>)

14/41n(18)2+x2

¢) polar(—~Y———, arctan(—mllgg)))

restart;with(plottools) :p:=polygon([[1,0], [1/4*sqrt(5)-1/4,1/4*sqrt(2
)*sqrt (b+sqrt(5))], [-1/4*sqrt(5)-1/4,1/4*sqrt(2)*sqrt(5-sqrt(5))]1, [-1/
4xsqrt (5)-1/4,-1/4*sqrt (2) *sqrt (5-sqrt (5))]1, [1/4*sqrt(5)-1/4,-1/4*xsqrt
(2)*sqrt (5+sqrt(5))]1]1) :c:=circle([0,0],1,color=blue) :plots[display] (

> restart;readlib(polar):z:=evalc(1n(3+3*I)); convert(z,polar);

1 1
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™

1
2 ln(18)))

1
polar(z 41n(18)2 + 72, arctan(

La respuesta verdadera es la c).

8. La representacion grafica en el plano real del entorno de radio 3 del
punto 3 — [ es:

- N v ~ Ve .

2 /“‘:‘ l 1 2 3 5 L : l

. \\7 P i NG A& "
a) B - b) - - ¢) - '

> with(plottools): ¢ :
> color=red):
> plots[display] (c);

circle([3,-1], 3,

La respuesta verdadera es la a).

9. Sea x un numero real. Las expresiones a = M yb= W
son tales que:

a) a = cos(z)y b=sin(2z)

b) a = cos(z) y b = sin(z)

¢) a =sin(x) y b = cos(x)

>  evalc((exp(I*x)+exp(-I*x))/2);
cos(x)
> simplify(exp(I*x)-exp(-I*x))/(2*I);

sin(x)
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La respuesta verdadera es la b).

10. Sabiendo que la condicién que tienen que cumplir tres niimeros com-
plejos u, vy w, con u distinto de w, para estar alineados, es que el
cociente 7= sea un numero real, encontrar el lugar geométrico de los com-
plejos z=a-+Ib tales que 1 , z y z2 estén alineados.

a){b=0,a=a}, {a=a,b=v—-a®>+2a},{a=a,b=—vV—a?+2a}
b) {b=0,a=a}, {b=v—-a®>—2a,a=a}, {b=—-vV—a?—2a,a=a}
c){b=0,a=a},{a=a,b=vV—-a®>—a},{a=a,b=—vV—a®>—a}

> restart;z:=a+Ix*b;

z:=a+1b
> evalc((1-z)/(1-(1+z"2)));
(—=1+a)(a® —b?) v a b(a®>=b*) _(=1+a)ad
%1 Py g ey )

%1 = (a®> — b*)® + 4a*1?
> solve(evalc(Im((1-z)/(1-(1+z"2)))) ,{a,b});
{b=0,a=a},{b=vV—-a’>+2a,a=a}, {b=—V—-a?>+2a, a=a}

La respuesta verdadera es la a).



Capitulo 9

Soluciones de las cuestiones sobre
limites de sucesiones y de
funciones

9.1 Soluciones de las cuestiones sobre limites
de sucesiones y de funciones (1999-2000):

1. Sea a(n) = (5" +3")(&). Utilizando un grafo para establecer la con-
vergencia o divergencia de la sucesion {a(n)}, se verifica que :

a) lim, . a(n) no existe

b) lim, . a(n) =5

¢) lim,, . a(n) = 3

> restart;a:=n->(5"n+3"n)"(1/n):
> seq(a(n),n=1..20):
> evalf(h);

8., 5.830951895, 5.336803297, 5.154673657, 5.075448397, 5.038145035, 5.019759614,
5.010421260, 5.005573801, 5.003015114, 5.001646364, 5.000906089,

5.000502032, 5.000279770, 5.000156694, 5.000088148, 5.000049780,

5.000028210, 5.000016035, 5.000009140

> n:=‘n‘:

91
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> plot([seq([n,a(n)],n=1..20)],style=point);

24 6 8 10 12 14 16 18 20

> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n) ,n=infinity);

lim (5" 4+ 3")&) =5

La respuesta verdadera es la b) .

2. Sea a(n) = arctan(2n/(2n+1)). Utilizando un grafo para establecer la
convergencia o divergencia de la sucesion {a(n)}, se verifica que :

a) lim, .~ a(n) no existe

b) lim, . a(n) =1

c) lim, o a(n) = %

> restart;a:=n->arctan(2*n/(2*n+1)):
> seq(a(n),n=1..20):
> evalf(%);

5880026036, .6747409422, 7086262721, .7266423407, .7378150601, .7454194763,
7509290624, 7551044035, .7583777142, 7610127542, .7631795981,
71649928327, 7665324774, 7678561034, .7690061891, .7700147616,
7709064243, 7717003900, .7724118805, .7730531116

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n) ,n=infinity);

1
):ZW

lim arctan(2
n—o0 2n+1
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074y .
o72{

0.687 .
0.66
0.64
0.62
06

20 30 40 50

La respuesta verdadera es la c) .

3. Sea a(n) = (sen(3/n)) / (1/n). Utilizando un grafo para establecer la
convergencia o divergencia de la sucesion {a(n)}, se verifica que :

a) lim, . a(n) = 3

b) lim, . a(n) no existe

¢) lim, ., a(n) = oo

> restart;a:=n->(s8in(3/n)) / (1/n):

> seq(a(n),n=1..20):

> evalf(%);

1411200081, 1.994989973, 2.524412954, 2.726555040, 2.823212367, 2.876553232,
2.909002985, 2.930180233, 2.944752271, 2.955202067, 2.962947983,
2968847512, 2.973443593, 2.977093472, 2.980039962, 2.982452749,
2.984453292, 2.986130389, 2.987550154, 2.988762650

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)]1,style=point);
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> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n),n=infinity);

1
lim sin(3—)n =3
n

n—oo

La respuesta verdadera es la a).

4. El polinomio 3 — 7x + 2 = 0 contiene una rafz r en el intervalo (0,1).
Si se aproxima r por medio de la sucesion

x(1) = 3, x(n+1)= 1X(7”)3 + 2 ( para todo n >=1) ( ver ejemplo 4 de la
teoria de esta Practica), decidir si el valor de |r — x(6)| es menor que

a) .0003373594336

b) .0002530195752

¢) .005060391504

Como en el ejemplo 4, |x(n) —r| < % y, para n—6, se obtiene que
|r — x(6)| es menor que el valor

> restart; evalf(3~(6-1)/(7"(6-2)%20));

.005060391504
La respuesta verdadera es la c).

5. Sean f (x) = 1/x y g(x) = 22? —z — 2 . Estudiar el limite de "g o f
"( la funcion compuesta de g con f ) en el punto x=0. Se verifica que :

a) lim, o g(f(z)) = oo
b) lim, o+ g(f(x)) y lim, - g(f(x)) son distintos
¢) lim, o g(f(z)) = -1
> restart,;
> f:=x->1/x;g:=x->2%x"2 -x-2;
fi=z— =
x
g=x—22% 22
> Limit ((g@f) (x),x=0)=1imit ((gef) (x) ,x=0) ;
1 1

hm2—2———2—
z—0 X x

La respuesta verdadera es la a).

6. Utilizando un grafo, encuentra un ntimero 0 tal que |erl — 3‘ l si
|z — 2] <.
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5

a)
b)
c)
> restart;

> fi=x->(x+1)/(x-1);

STEESURNC)
I

.0
D
1

z+1
z—1
> plot({f(x),2.8,3.2},x=1.95..2.05);

fi=z—

> plot({f(x),2.8,3.2},x=1.5..2.5);

> plot({f(x),2.8,3.2},x=1.9..2.1);

284
TA92 154196198 2 202204206208 21

La respuesta verdadera es la a).

95



96 CAPITULO 9. SOLUCIONES LIMITES

7. Para todo z diferente de 0 en (-1,1) , sea f(z) := & . Utilizando un
grafo para n= 2,3, 4 y 5, deduce si lim, o -

a) es igual a oo para todo n

b) no existe si n es impar y es igual a co si n es par

¢) no existe si n es par y es igual a 0o si n es impar

> restart;f:=x->1/(x"n);
1

fi=2— —
l»'l’l/
> for i from 2 to 5
> do n:=i; plot(f(x),x=-1..1, y= -100..100); od;

\\
20 \
T 050604 020] 03 04x06 08 1
\ zoj x
\

\ 40

/ \
/ \
4 20 \\

1805@44225} 630406 08 1

40
-60
-80
-100
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100 |
80 \
60 \
pi \
0 \
20 \\

10 sqﬁna-ozﬂj 02 0.4x06 08 1

~20

| 0
! 100

La respuesta verdadera es la b).

8. Sea f(x) := S“;Sf—_f) . Mirando al grafo de f sobre un intervalo que
contenga 2, el limite de f en el punto 2 parece ser (con una aproximacion de
10 digitos) igual a

a) 3609568912

b) .3606737603

¢) .3601337601

> restart;f:= x->sin(x-2)/(2"x-4);
sin(x — 2)

2 — 4
> plot(f(x), x=1.998 ..2.002);

f=x—

608

607

606

17998 1.9991.9995 2 2.00052.0012.00152.002

> Limit(f(x),x=2)=evalf(limit (f(x) ,x=2));
sin(z — 2)

m— e = 3606737603
La respuesta verdadera es la b).
9. Utilizar el teorema de compresion y los grafos de las funciones f(x) := —z?

, g(z) := 2% cos(20 m z) y h(x) := 2% para demostrar que lim, .o g(x) es igual
a
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> restart;f:=x->-x"2; g:=x->x"2*c0s(20%Pi*x) ;h:=x->x"2;
fi=xz— —x°
g:=1x — x*cos(20 7 x)
h =z — x?
> plot({f(x),g(x),h(x)},x=-1..1);

La respuesta verdadera es la b).

10. Sea f(x) la funcién que a cada nimero real x le asocia el mayor niimero
entero menor o igual a . Su definicion en Maple V es la siguiente : f: =
x-> floor(x).

Los limites de f(z) por la derecha y por la izquierda en el punto 3 son:

a) lim, 3, floor(z) no existe y lim,_,3_ floor(z) = 2

b) lim, 34 floor(z) = 3 y lim, 3 floor(x) no existe

¢) lim, 34 floor(z) = 3 y lim,_5_ floor(z) =2

> restart;f:=x->floor(x);

f = floor

> Limit(f(x),x=3,right)=1imit (f(x),x=3,right);

> Limit(f(x),x=3,left)=1limit(f(x),x=3,1left);

lim floor(x) =3
r—3+

lim floor(x) =2

Tz—3—

La respuesta verdadera es la c).



9.2. SOLUCIONES LIMITES (2000-2001) 99

9.2 Soluciones de las cuestiones sobre limites
de sucesiones y de funciones (2000-2001):

CIDINE ! . .
1. Sea a,, = ( "ln) el término de orden n de la sucesion {a,}.

Se verifica que:

a) lim, .~ a, no existe

b) lim, e @, = %

¢) lim, o a, = 4e

> restart;a:=n->((2*n)!/n!)~(1/n)/n;
> seq(a(n),n=1..20):

> evalf(h);

2., 1.732050808, 1.644141383, 1.600542937, 1.574513371, 1.557218284, 1.544894372,
1.535668220, 1.528502509, 1.522776473, 1.518095918, 1.514198504,

1.510902878, 1.508079664, 1.505634087, 1.503495134, 1.501608545,

1.499932147, 1.498432670, 1.497083511

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n),n=infinity);
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lim ~onl 7 — 4D
n—oo n

La respuesta verdadera es la b) .

, 'rn2+1 , .
2. Sea r un ntmero real y sea a, = ("T“)( 7= ) el término de orden n

de la sucesion {a,}. Calcula r para que lim, .., a, = (e)* .

a)r =2
b) no existe ningun tal r .
c)r=4

> restart;a:=n->((n+1)/n) "~ ((r*n~2+1)/(2*n)) ;

0= — (”_H)(lﬂ ratil)
n
> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);
tim (20

n—o00 n

La respuesta verdadera es la c) .

1n(1+%)
2() 1

Mirando a la grafica de la sucesion, establecer su convergencia o diver-
gencia. Se verifica que :

a) lim, . a(n) =

3. Sea a,, = el término de orden n de la sucesion {a,}.

1
In(2)

b) lim, . a(n) no existe

¢) lim, ., a(n) = oo

> restart;a:=n->1n(1+1/n)/(2~(1/n)-1);
> seq(a(n),n=1..20):

> evalf(%);
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6931471806, .9788793639, 1.106805594, 1.179361312, 1.226116838, 1.258762879,
1.282851534, 1.301358810, 1.316023721, 1.327930628, 1.337790901,
1.346090524, 1.353172943, 1.359287621, 1.364620324, 1.369312019,
1.373471702, 1.377185115, 1.380520352, 1.383532378

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

14]
13 ’

0.9
0.8

> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n),n=infinity);

1
1Il(1 + —) 1
: n
lim - =
n—00 2(;) —1 1n(2)

La respuesta verdadera es la a).

4. El polinomio z* — 7x + 2 = 0 contiene una raiz r en el intervalo (0,1).

Si se aproxima r por medio de la sucesion
1 = %

y Tpyl = x%g + 2 ( para todo n >=1) (ver ejemplo 5 del apartado

Limites de sucesiones de la teoria de esta Practica), decidir si el valor de
|r — xg| es menor que

a) .00004425998400

b) .0003098198880

¢) .0009294596639

Como en el ejemplo 5, |z, —r| < % y, para n—8, se obtiene que
|r — xg| es menor que el valor

> restart; evalf(3~(8-1)/(7~(8-2)%20));

.0009294596639
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La respuesta verdadera es la c).

5. Sea f (x) = x y sea g(x) la funcion definida a trozos por

g(2)=1y g(x)=3 si x es distinto de 2.

Estudiar los limites laterales de "g@f "( la funcion compuesta de g con f
) en el punto x=2.

Se verifica que :

a) lim,_» g(f(x)) = 3

b) lim, ¢ g(f(x)) y lim, o g(f(x)) son distintos

¢) lim, 5 g(f(z)) =1

> restart;

Ya que para calcular el limite de una funcién en el punto 2 se consideran

valores de x
cercanos pero distintos de 2, siendo f(x)=x, podemos definir g como la
funcién constante igual a 3:

> fi=x->x;g:=x->3;
f=rz—z
g:=3
> Limit ((g@f) (x),x=2)=1imit ((g@f) (x),x=2);
lim3 =3

r—2

La respuesta verdadera es la a).

6. Observando la gréfica, encuentra un ntimero ¢ tal que |22% — 18] < %
si |z — 3| <.

a) 0 =.01
b) § = .05
c) 6 =.02

> restart;

Ya que lim,_,5 222 = 18, se trata de utilizar la definicién de limite con &
1
=z =02

>  fi=x->2%x"2;

fi=2—2a°
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> plot({f(x),17.8,18.2}, x=2.95..3.05);

296 298 3 302 304

> plot({f(x),17.8,18.2},x=2.98..3.02);

298" 2992995 3 3005 3013015 302

> plot({f(x),17.8,18.2},x=2.99..3.01);

81
2992994 2998 33002 3006 301

La respuesta verdadera es la a).

7. Estudia la funcion definida en R por

f(z) = x ()%
siz <0, f( 2)=0 si =0, f( )= Va2 +15si 0 < z.
a) lim, o (e)(_%) =00y lim, oy V22+1=1
b) sus limites laterales en 0 son distintos
¢) la funcién es continua en z = 0

> restart;
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> Limit(x*exp(1)~(-1/x),x=0,left)=1limit (x*exp(1)~(-1/x),x=0,left);

lim x (e)(’%) = —00

rz—0—

> Limit(sqrt(x~2+1),x=0,right)=1limit (sqrt(x~2+1),x=0,right);

lim vz2+1=1

z—0+
La respuesta verdadera es la b).

8. Dada la ecuacion 22* — 1422 4+ 142 — 1 — 0, utiliza el teorema de la
raiz para verificar que
a) existe una solucion real en (-5,-4)
b) existe una solucion real en (0,1) y otra en (1,1.5)
¢) no tiene soluciones
> restart;f:=x->2%x"4-14%xx"2+14*x-1;
fi=0—22* 1422+ 142 -1
Por el teorema de la rafz, siendo la funcion f(z) = 22* — 1422 + 142 — 1
continua en toda la recta real y tal que
> £(0);f(1);£f(1.5);
-1
1
—1.3750
se sigue que existe una raiz en (0,1) y otra en (1,1.5).
> fsolve(2*x~4-14*x"2+14%x-1=0,x) ;
—3.056721761, .07741680103, 1.163823004, 1.815481956
La respuesta verdadera es la b).

9. Utilizar el teorema del encaje y las gréficas de las funciones f(z) := —z
,g(2) =2 (e)& ) y h(z) = ze

para demostrar que lim, .o g(z) es igual a

a) -1

b) 0

c)1

> restart;f:=x->-x; g:=x->x*exp(1)~(x/(x+1)) ;h:=x->x*exp(1);

fi=2— —2

g:=x—x (e)(w%l)
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h:=x—zxe
> plot({f(x),g(x),h(x)},x=-1..1);

2
///
i _

1 ﬂacsmmzﬂl 02 04x06 08 1

La respuesta verdadera es la b).

10. Sea f(x) la funcion que a cada nimero real x le asocia el mayor niimero
entero menor o igual a . Su definicion en Maple V es la siguiente : f: =
x-> floor(x).

Los limites de f(z) por la derecha y por la izquierda en el punto 8 son:

a) lim, g, floor(z) no existe y lim, s floor(z) =7

b) lim, s floor(x) = 8 y lim, s floor(x) no existe

¢) lim, s floor(z) = 8 y lim, 5 floor(x) =7

> restart;f:=x->floor(x);

f = floor
> Limit(f(x),x=8,right)=1imit (f(x),x=8,right);

liI&_ floor(z) = 8
> Limit(f(x),x=8,left)=1imit(f(x),x=8,1left);
lirél floor(z) =7

La respuesta verdadera es la ¢).
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Capitulo 10

Soluciones de las cuestiones sobre
derivacion

10.1 Soluciones de las cuestiones sobre derivadas
e integrales (1999-2000):

1. La funcién derivada de la funcion ln(z—i) es igual a la funcion
a) 5
2
b) ~ e
2y

¢) -2

> restart;Diff (In((y+1)/(y-1)),y)=simplify(diff (In((y+1)/(y-1)),y));
y+1 1

= -2
PES U PRSIy
La respuesta verdadera es la b) .

8% In(

2. El valor de la funcion derivada décima de la funcion anterior, ln(Z—i)

, en el punto 3 es

a) la funcion derivada décima no existe
b) 264535040
729
) 2000205
8192
>  subs(y=3,diff(In((y+1)/(y-1)),y$10));

107
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2900205
8192

La respuesta verdadera es la c) .

3. {Cuales son los puntos en los que hay que evaluar la funcion f(x) =
v —3|+2z

en el intervalo I = [0,5]

para determinar sus extremos?

a) 0,3,5

b) 0

c) 3,5

> restart;f:=x->abs(x-3)+2x%x;

fi=x—|z-3|+2x
> plot(f(x),x=0..5);

La respuesta verdadera es la a).

4. Un avion se dispone a iniciar la maniobra de aterizzaje cuando se
encuentra a una distancia r =10000 metros de la cabecera de la pista y a una
altura h=3000 metros. Sien ese momento vuela con una velocidad horizontal
constante u, queremos determinar un polinomio ctbico cuyo grafo pudiera
seguirse como trayectoria aceptable de aproximacion.

. Cuales de los siguientes polinomios serfa una soluciéon a nuestro proble-
ma? :

a) —.6000000000 10~ 3 4+ .9000000000 10~° x*

b) —.6000000000 1078 23 + .00009000000000 x*

¢) —.6000000000 1075 23 +.009000000000 2

Se trata de utilizar la formula general obtenida durante esta practica en
el caso particular r =10000 y h=3000:
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> r:=10000;h:=3000; T(x) := -2xh*x~3/(r~3)+3xh*x"~2/(r"2);
r := 10000
h := 3000
3 9 9

4

T(x) .= —
(z) 500000000 © " 100000 *

> evalf(T(x));
—.6000000000 108 23 + .00009000000000 x>
> plot(T(x),x=0..10000);

000
500

000

000

500
_

oF 2000 4000 x 6000 8000 10000

La respuesta verdadera es la b).

5. Sea f(x) = 2® — 9z + 1. Dibuja su grafo y utiliza el método de Newton
para aproximar una raiz a partir del los valores x(0)=0 y x(0)=3. Se verifica
que:

a) el método no converge en los dos casos

b) el método converge si x(0)=0 y no converge si x(0)=3

¢) el método converge en los dos casos

> restart;

> fi=x->x"3-9%x+1;
fi=ao—2>—9x+1

> plot(f(x),x=-4..4);
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> newton:=proc(f,z,n) local i,x;
> x:=evalf(z); print(x,f(x)); for i from 1 to n do
> x:=evalf (x-f(x)/D(f) (x)); print(evalf(x),evalf(f(x))) od; end;
newton := proc(f, z, n)
localz, x;
x = evalf(2);
print(z, £(2))
foritondox := evalf(z — f(z) /D(f)(z)); print(evalf(z), evalf(f(z))) od
end
> newton(f,0,10);
0,1
A111111111, .0013717422
1112641567, .83 10~
1112641576, .3107°
1112641576, .31079
1112641576, .31079
1112641576, .31079
1112641576, .3107°
1112641576, .31079
1112641576, .310~9
1112641576, .3107°
> mnewton(f,3,10);
3., 1.
2.944444444, .02760630
2.942821428, .00002327

2.942820058, .11077
2.942820057, —.11077
2.942820058, .11077
2.942820057, —.11077
2.942820058, .110°7
2.942820057, —.11077
2.942820058, .110°7
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2.942820057, —.11077
La respuesta verdadera es la b).

6. Sean f(x) = 2> — 1y g(x) = x-1/2 en (0,1).

El area de la region limitada por y = f(x), y = g(x), x = 0y x =1 es:
a) —3
b)
c)
> restart;

> fi=x->x"2-1;

Wi

f=x—a22-1

> gi=x->x-1/2;

1
=T —x— =
g 2
> plot({f(x),g(x)},x=0..1);
> Area=int(g(x)-f(x),x=0..1);
2
Area = =
3

La respuesta verdadera es la ¢).

7. Sean f(x) = 22 — 1y g(x) = x-1/2 en (0,1/2).
El volumen del solido de revoluciéon obtenido rotando alrededor del eje de
las x la region limitada por y — f(x), y — g(x), x = 0y x —=1/2 es:

) 617

168

b) G
C) 20

> restart;f:=x-> x"2-1 ;
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f=rz—2?-1
> gi=x->x-1/2;

1
gi=T—T— =

2
> plot({f(x),g(x)},x=0..1/2);

> Volumen=int (Pi* ((f(x))~2-(g(x))"2),x=0..1/2);

61
Vbhwnen-—?ﬂiiﬂ

La respuesta verdadera es la a).

8. La ecuacion 2 + 43 = 9y determina una curva llamada "folium de
Descartes". Dibuja el grafo de esta curva y encuentra la expresion de g%g;

1(9y—3a2
a) %y(l‘) = (35(;5)2 )
1(—=3z249y(x
b)a%y(x):— ( 9: y(z))
—3224+9y(x)

c) 3%3’(1’) = By@?2-9z
> restart;with(plots):
> X73+yT3=9%x*y;
P+ =92y
> implicitplot(x~3+y~3=9%x*y,x=-0.001..0.001,y=-2..2);
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> readlib(isolate):isolate(diff (x~3+(y(x))~3
N

> ;*x*y(x),X),diff(y(X),X));
B =327+ 9y(x)
o V(1) = 3y(x)? =9z

La respuesta verdadera es la c).

9. El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcion f(z) = e(2*~2)

entorno de x=0 es:
b) 1+ 2z +22% 4 122
c) et 4260 g 426l g2 4 20
> restart;f:=x-> exp(2*x-2);
fi=2— 772

> t(x):=taylor(f(x),x=0,4);
4
t(x) =72 4+ 2Dz 4 272 22 4 3 e=2 23 4+ O(z?)
> p(x):=convert(t(x),polynom);

4
p(:v) = 6(_2) +2 e(_2) T+ 2 e(—2) 1.2 + 5 e(_2) £C3

La respuesta verdadera es la c).

10. El valor de la integral impropia f; \/% dx es:
a) 2 V3
b) 25 —2+/2
¢) la integral no converge
> restart;
> fi=x->1/sqrt(x-2);
1
Vo —2

> Int(f(x),x=2..5)=int(f(x),x=2..5);

5
1
de =23
/Qx/x—Q ¢ \/_

f=x—

113

en un



114 CAPITULO 10. SOLUCIONES DERIVACION

La respuesta verdadera es la a).
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10.2 Soluciones de las cuestiones sobre derivacion
(2000-2001):

En los siguientes tres problemas se analizan algunas tasas de cambio
relevantes en aplicaciones de la teoria de la derivaciéon a la economia y al
comercio. Por tanto, fijjamos la notacion basica utilizada.

> #presiona return cuando termines de leer
Términos basicos:

x es el nimero de unidades producidas (o vendidas),

p(x) es el precio por unidad que una empresa puede fijar si vende x
unidades (funcion de demanda).

R(x) = x p(x) es el ingreso total obtenido por la ventas de x unidades,
C(x) es el coste total de produccion de x unidades,

c(x) = C(x)/x es el coste medio por unidad,

P(x) = R(x) - C(x) es el beneficio total al vender x unidades.

El punto de equilibrio es el niimero de unidades para el cuél R (x)=C(x).

> #presiona return cuando termines de leer

Términos marginales:

, 2 R(z) es el ingreso marginal, = C(z) es el coste marginal y

5-P(z) es el beneficio marginal.
Estas funciones representan las tasas de cambio de las funciones R(x),

C(x), y P(x).

1. Sea x es el nimero de unidades de un producto producido por una
empresa.

Se verifica que si x es un minimo para la funcién coste medio c(x)
y un maximo para la funcién beneficio total P(x), entonces
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a) c(z) = & C(z) = ZR(x)
b) c(x) = £ C(a) v 2 P(z) — £ R(x)
¢) c(z) = 55 P(x)
> restart;c:=x->C(x)/x;
ci=x— Cz)

> Diff(c(x),x)=diff(c(x),x);
o Clz) _ 5% Cl@)  C(z)

oz

x x x2
Si x es un minimo para la funci(’)n coste medio ¢(x), x es un punto critico

de esta funcion y por tanto - c( ) tiene que ser igual a 0. Se sigue que, en
X, el coste marginal tiene que ser igual al coste medio:

> isolate(diff(c(x),x)=0,diff(C(x),x));

isolate (8% Clz) _ C) =0, Z C(.r))

x 22
> P:=x->R(x)-C(x);
P:=x— R(x) — C(z)
> Diff (P(x),x)=diff(P(x),x);
& (R(2) = C(2)) = (5; R(@)) — (5; C(x))
Si x es un méximo para la funcion beneficio total P(x), x es un punto

critico de esta funcion y por tanto a% P(z) tiene que ser igual a 0. Se sigue
que, en X, el ingreso marginal 7 9 ~ R(7) tiene que ser igual al coste marginal

5 C(@).

La respuesta verdadera es la a) .

> #presiona return cuando termines de leer

2. En la comercializacion de un producto se ha comprobado que la funcion
demanda viene dada por

pesetas.
El coste de produccion de x unidades es C(x)= 5 x +5000.
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Se verifica que el precio por unidad para el el que se consigue un beneficio

méximo es igual a
a) 20 pesetas
b) 10 pesetas

¢) 15 pesetas

> restart;p:=x->500/sqrt (x);

> C:= x->5*xx+500;

1

VT

p:=1x — 500

C:=z— 5z-+500

Por el problema 1, si el nimero de unidades x es un maximo para la
funcién beneficio P(x), entonces el ingreso marginal > R(z) tiene que ser
igual al coste marginal & C(z) :

> R:=x->x*p(x);

> solve(diff(C(x),x)-diff (R(x),x),x);

> P:=x-> R(x)-C(x);plot(P(x),x=1..5000);
P:=z — R(z) — C(x)

> P(1);evalf(P(2500));evalf(P(3000));

R:=z — zp(x)

2500

000 —

000y /
/

000 /
/

hooo

000

o 1000 2000 x 3000 4000 5000

)
12000.
11886.12788
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Ya que x—2500 es el tnico punto critico de la funcion P(x) y P(1) = - 5,
P(3000) <P(2500),
se sigue que el precio por unidad para el que se consigue un beneficio
méaximo es igual a
> p(W);
4.586166370
La respuesta verdadera es la b) .

> f#presiona return cuando termines de leer

3. El coste C(x) de pedido y transporte de las componentes utilizadas en
la fabricacion de un cierto producto es

200 x
Cla) =105 + g

) (1<)

donde C(x) se mide en miles de ddlares y x es el tamafo del pedido en
cientos de unidades. El tamano x que minimiza el coste es

a) 10.62505428
b) 13.55695401

c) 40.44724133

> restart;C:= x->100%(200/ (x~2)+x/ (x+30));
x
x + 30

1
C =z — 20000 — + 100
x

Los puntos criticos de C(x) son
> evalf(solve(diff(C(x),x)));

40.44724133, —13.55695401 + 10.62505428 1, —13.55695401 — 10.62505428 1
> plot(C(x),x=30..50);

70.4
70.2
70
69.8 _

3032 34 36 38 40 42 44 46 48 50
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La respuesta verdadera es la ¢) .

> #presiona return cuando termines de leer

4. En el intervalo [-20,20] la funcion f(x) = %

a) tiene un maximo absoluto
b) no tiene extremos relativos

¢) tiene un minimo absoluto

> restart;f:=x->(x"2+7*x+3)/(x"2) ; (x~2+7*x+3) /(x~2) ;

2?2+ 7x+3

f=z— 5

T
224+ Tr+3

22
> plot(f(x),x=-20..20,y=-10..10);

© 5

N
8
5]
PANe
ARNCH

L

|
Lo
5 & &

La respuesta verdadera es la c) .

> #presiona return cuando termines de leer

5. El valor de la funcion derivada de orden 5 de la funcién tan(cos(2 z* — In(2 x)))
, en el punto x=1 es

a) —54109.3060

b) —214.0054479

¢) la derivada de la funciéon no existe en x=1

> restart;evalf(subs(x=1,diff (tan(cos (2*xx~4-1n(2%x))) ,x$5)));

—54109.30604

La respuesta verdadera es la a) .
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> f#presiona return cuando termines de leer

6. ;Cuales son los puntos en los que hay que evaluar la funcion f(x) =

i =57

para determinar sus extremos en el intervalo T = [-1/4,1/4] 7

a) —1/4, 1/4
b) 0
C) —1/4, 0, 1/4
> restart;f:=x->abs(4*x"3-5%x/2) ;
5
fi=x— |42° — 5%

> plot(f(x),x=-1/4..1/4);

> Diff(f(x),x)=diff(f(x),x);

) 5
= abs(1, 423 — 5:6) (12 2% — 5)

5
4x3—§x

0
oz
La respuesta verdadera es la c).

> #presiona return cuando termines de leer

7. La derivada de la funcion y(x) definida implicitamente por la ecuacion

2?y(x)® = (y(z) +1)* (4 = y(2))

es igual a
o o 2x (x)2

a) %y<l‘> 7 222 y(x)-l?]3y(x)2—12
0 2z y(z)?

b) g v(z) = T 22%y(z)—dy(2)+3y(z)2—7



10.2. SOLUCIONES DERIVACION (2000-2001) 121

_ 2z y(z)?
c) B_mY(x) = T 242 y(m)+4y(ya:)+3y(x)2—15

> restart;
> exprl:=x~(2)*y(x)~(2)=(y(x)+1) ~2x(4-y(x));
ezprl = 2% y(z)? = (y(z) +1)* (4 — y(x))

> diff (x~(2)*y(x)~(2)=(y(x)+1) ~2%(4-y(x)) ,x);

2z y(x)’ + 227 y(2) (5 y(2)) = 2(y(2) + 1) (4 = y(2)) (7 y(2)) — (v(x) + 1)* (5 y(2))
Para despejar la expresion 8% y se utiliza el comando isolate:
> readlib(isolate) :simplify(isolate(diff (x~(2)*y(x)~(2)=(y(x)+1) 2% (4-y
> (x)),x),diff(y(x),x)));

9 _ zy(z)®

(z) = -2 222y(z) —4y(x) +3y(x)2 =7
La respuesta verdadera es la b).

> #presiona return cuando termines de leer

8. Sean g(x) = z* y h(x)= x+3. Dibuja sus graficas y utiliza el método
de Newton con punto inicial z=1.5 para aproximar, con siete decimales, las
coordenadas x de uno de sus puntos de intersecciéon . Se verifica que para
obtener el grado de precision pedido hay que aplicar el procedimiento new-
ton:=proc(f,z,n) (ver teoria de esta pr actica) a la funcion f(x)= g(x)-h(x)
con

a) n al menos igual a 2
b) n al menos igual a 3

¢) n al menos igual a 4

> restart;
> g:=x->x"4; h:=x->x+3;f:=x->x"4-x-3;
g =x— !
h:=x—x+3
f=x—at—2-3
> fsolve(f(x),x);
—1.164035140, 1.452626879

> with(plots):plot({g(x),h(x)},x=-5..5,y=-5..10);
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> newton:=proc(f,z,n) local i,x;
> x:=evalf(z); print(x,f(x)); for i from 1 to n do
> x:=evalf(x-f(x)/D(f)(x)); print(evalf(x),evalf(f(x))) od; end;

newton := proc(f, z, n)
local, x;
x = evalf(2);
print(z, f(z));

foritondox := evalf(z — f(z)/D(f)(x)); print(evalf(x), evalf(f(x))) od
end

> newton(f,1.5,2);
1.5, .5625
1.455000000, .026794851
1.452633191, .000071081
> newton(f,1.5,3);
1.5, .5625
1.455000000, .026794851
1.452633191, .000071081
1.452626879, .21078
La respuesta verdadera es la b).

> #presiona return cuando termines de leer

9. El polinomio de Taylor de orden 5 de la funcion f(z) = 2(3#+2)
entorno de x=0 es:

a) 1.616806672 + 1.681027479 x® — .3868710161 25

b) 1.616806672 + 1.681027479

c) 2.141486065 + 1.484365028 z3

€n un

> restart;f:=x-> 2~ (1n(3*x"3+2));
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f = — 2ln(3x3+2)

> t(x):=taylor(f(x),x=0,6);

3
t(z) ;= eM®?) 4 3 e In(2) 2% + O(a°)
> p(x):=evalf(convert(t(x),polynom));
p(z) := 1.616806672 + 1.681027479 z*
La respuesta verdadera es la b).

> #presiona return cuando termines de leer

10. Si R(x) denota la reaccion de un cuerpo a algin estimulo de tamano
x, la sensibilidad S(x) se define como

la tasa de cambio de la reacciéon respecto de x.

Por ejemplo, si la intensidad x de una fuente de luz crece, el ojo reacciona
disminuyendo el area R(x) de la pupila segin la formula experimental

40 + 24 2(3)
R(z) = ——2°
1+42065)

si0<zx.

Mirando a una grafica, se observa que:
a) R(x) y S(x) son decrecientes
b) R(x) y S(x) son crecientes

¢) R(x) es decreciente y S(x) es creciente

> restart;R:=x->(40+24xx~(2/5))/(1+4xx~(2/5)) ;
40 + 24 22/%)

1+ 4 2(2/5)
> S:=simplify(diff(R(x),x));

272 1
5 (14 420/9)2 53/

R:=x2—

S = —
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plot (R(x),x=0..10);plot ({R(x),S(x)},x=0..10);

40
35
30

204

10 T

30

209,

-10

La respuesta verdadera es la c).

>

#fin



Capitulo 11

Soluciones de las cuestiones sobre
integracion

11.1 Soluciones de las cuestiones sobre integracion
(2000-2001):

1. Estudia la convergencia o la divergencia de la integral fooo (e)zﬁ dx
a) La integral diverge
b) La integral converge a %5“5) - &

41n(2)

c) La integral converge a ~—==

> restart;Int(1/(exp(1)~x+15),x = 0 ..
> infinity)=int(1/(exp(1)"x+15),x
> =0 .. infinity);

© 4
 _dr=—(2
/0 OIS T

La respuesta verdadera es la c) .

> #presiona return cuando termines de leer
2. Estudia la convergencia o la divergencia de la integral ff’ \/I+7_1 dz.
a) La integral converge a .9772817885

b) La integral converge a %;15) - &

¢) La integral converge a .3473148625

125
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restart;Int(1/sqrt(x~4-1),x = 1 ..
3)=int(1/sqrt(x~4-1),x = 1 ..
3);

/ \/7 \/_ElhptlcF( V2, %\/5)

evalf (%) ;
9772817891 = 9772817885

La respuesta verdadera es la a) .

>

#presiona return cuando termines de leer

3. Sea F(x) = (f e®) dt) y sea G(x) = e@). Se puede verificar que

lim, o F(z) = lim, o, G(z) = occ.

Utilizando la regla de L’Hoépital para calcular lim, . Gl S€ verifica
que este limite es igual a

a) 3
b) 0
¢) no existe
> restart;
> F:=x-> int(exp(t~2),t =0 .. x)°2;
( e(t2 dt)
> G:=x->exp(x~2);
G =1 — @)

> Fl:=x->diff(F(x),x);

F1 =z — diff(F(z), x)
> Gl:=x->diff (G(x),x);

G1 :=x — diff (G(z), =)
> limit(F1(x)/G1(x),x=infinity);

lim 1lef(lz) 7

T—00 2 A
> evalf(%);
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La respuesta verdadera es la c).
> #presiona return cuando termines de leer
4. Sean f(x) = 22 — 6y g(x) = 12 — 2% en [-5,5].

El area de la region limitada por y = f(x), y = g(x), x =-5 y x =5 es:
a)%2392
b) =%

¢) %?

> restart;
> f:=x->x"2-6;

f=x—2*—6
> gi=x->12-x72;

g:=x— 12 — 22

> plot({f(x),g(x)},x=-5..5);
\ 14 //

> solve(f(x)-g(x),x);

3, —3
> int(f(x)-g(x),x=-5..-3)+int (g(x)-f(x) ,x=-3..3)+int (f (x) -g(x) ,x=3..5);

392

3

> A:=Int(abs(g(x)-£(x)),x=-5..5)=int (abs (g(x)-f(x)),x=-5..5);

5
A::/ |22 — 18] dx:@
5 3

La respuesta verdadera es la a).

> #presiona return cuando termines de leer

5. Hallar el area encerrada por la grafica de la funcion f(x) = |22 — 4z + 3]
entre x=0 y x=4.

a) 3

b) 4
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c) -2

> restart;

> f:=x->abs(x~2-4*x+3);
fi=x— 2% —4x+ 3

> plot(f(x),x=0..4);

> A:=Int(f(x),x=0..4)=int(f(x),x=0..4);

1
A::/ |22 — 42+ 3| dov =4
0

La respuesta verdadera es la b)

> #presiona return cuando termines de leer

6. Hallar el area encerrada por la grafica de la funcion f(x) = Tﬁ;g y su
asintota.

a) 27

b) 7w

c) 5
restart;

>
> fi=x->1/(1+x"2);
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> plot(f(x),x);

N

{05 A B0 T3TE6 6 1o

La tdnica asintota de la curva es y=0.
> Int(f(x),x=-infinity..infinity)=int (f(x),x=-infinity..infinity);

> 1
/ dr=m
o 1+ 22

La respuesta verdadera es la b).

> #presiona return cuando termines de leer

7. Sean f(x) = 22 — 6 y g(x) = 12 — 22 en [-5,5] . (Ver Problema 4)

El volumen del solido de revolucién obtenido rotando alrededor del eje de
las x la region limitada por

y =1f(x),y = g(x), x = -5y x =5 es:

a) 784w

b) —784 7

c) 6087

> restart;f:=x-> x72-6;

fi=x—2*-6
> gi=x->12-x72;

g:=x— 12— 2?

> plot({f(x),g(x)},x=-5..5);

> solve(f(x)-g(x),x);
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3, —3
> Volumen=int (Pi* ((f(x))~2-(g(x))~2),x=-5..-3)+int (Pi*((g(x))~2-(£f(x))~
> 2),x=-3..3)+int (Pix((f(x))~2-(g(x))~2),x=3..5);

Volumen = 784 7

> Int(Pi*abs((f(x))~2-(g(x))"~2),x=-5..5)=int (Pi*abs((f(x))"~2-(g(x))"2),
> x=-5..5);

5
/ 7 |(z* —6)* — (12 — 2%)?| do = 7847
-5

La respuesta verdadera es la a).

> #presiona return cuando termines de leer

8. Sea C la circunferencia de radio 2 con centro en el punto (3,0). La
ecuacion que define C es (z — 3)? +y* = 4.

El volumen del solido de revolucion obtenido rotando alrededor del eje de
las y la region limitada por C es:

a) 242

b) 12 72

c) 62

> restart;

> f:=x->sqrt(4-(x-3)"2);

fi=x—\4— (v —3)?
> plot(f(x),x=0..6);

> Volumen := 2*Int(2*Pi*x*f(x),x = 1..5)=2*int (2*Pi*x*f(x) ,x
=1..5);

5
Volumen := 2/ 2w x\/—b— a2+ 6xdr = 2472
1

La respuesta verdadera es la a).

> #presiona return cuando termines de leer
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9. Halla el valor de la constante C tal que la integral impropia fooo o % dx
converge.
a) la integral diverge para todo valor de C
b) C'=0
c)C=3
> restart;
> Int(x/(x"2+1)-C/(3*x+1),x=0..a)=int (x/(x~2+1)-C/(3*x+1) ,x=0..a) ;
“ 1 1
/0 xzi—l - 3xC+1 dx = an(a2+1) - §C’1n(3a—|—1)

> limit(int(x/(x~2+1)-C/(3*x+1),x=0..a),a=infinity);
—signum(C' — 3) 00

La respuesta verdadera es la c).

> #presiona return cuando termines de leer

10. Verifica que la integral impropia ffoooxdx diverge. Ahora calcula
lim,— o ffc rdx.

Se verifica que:

a) lime_.oo [°, @ dx diverge

b) limeo [ xdr =3
¢) im0 ffcxdx =0
> restart;
>

Int(x,x=-infinity..infinity)=int (x,x=-infinity..infinity);

(o]

/ x dxr = undefined

—00

> Limit(Int(x,x=-c..c),c=infinity)=1limit(int(x,x=-c..c),c=infinity);
C

lim zdr =0

La respuesta verdadera es la c).

> #presiona return cuando termines de leer
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen A.

1)

Vv

restart;
> a::n_>(1+3*n)ﬂ(1/n) 5
a:=n— (1 +3n)(%)

> n:=‘n‘:

V

plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

3.8-
3.6
3.4-
3.2-

2.8
267
2.4
2.2

1.8-
1.6
1.4

120 e

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);

lim (143n)G) =1

n—oo

2)

> restart;
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Y

f:=x->sin(3%x);
f =1z —sin(3x)
> Il:=int(f(x),x=0..2);
1 1

Il := -3 cos(6) + 3
> g:=x->arctan(x);

g = arctan
I2:=int(g(x),x=2..4);

V

1 1
12 := 4 arctan(4) — ) In(17) — 2 arctan(2) + 3 In(5)
> I=(I1+I2);

1 1 1 1
I= ~3 cos(6) + 3 + 4arctan(4) — 3 In(17) — 2arctan(2) + 3 In(5)
>  evalf(I1+I2);

2.490362075

> restart;
> f:=x->sec(x)/(1+tan(x));

fimo o sec(x)
1 + tan(z)
> evalf(subs(x=1,diff(f(x),x$2)));
792468252

> restart;f:=x-> 3%x"5-4*x"3+2*%x-6;
fi=x—32°—4234+22—6
> t(x):=taylor(f(x),x=1,6);
t(z):==-5+5(x—1)+18(x—1)2+26(x -1} +15(x - 1D*+3(z —1)°
> p(x):=convert(t(x),polynom);
p(r) = -10+52+18(z —1)2+26(x —1)3 +15(xz - 1)* +3(z — 1)°

5)

> restart;
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> f:=x->sqrt(3*x-1);
f=2—+3zx—-1
> g:=x->1/1n(x);
1
In(x)
> Limit(evalf(g@f) (x),x=1)=1limit (evalf (gef) (x) ,x=1);
lim ! = !

z—1 ln(m) a 11’1(2)

g =1 —

6)
> restart;

> z:=(2+3%I)/(1-5%I); convert(z,polar);



Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen B.

restart;
z:=3/(4-3%I); argument(z);
12_+ 9
Zi=— 4+ —
25 25
3
t —
arc an(4)
restart;
fi=x->(2*xx+1)/(3%x+2) ;
- 2x+1
3x+2
g:=x->(2*x-1)/(2-3%x) ;
22 —1
= —
g 23z
Limit (evalf (g@f) (x) ,x=1)=1imit (evalf (gof) (x) ,x=1);
2 1
23xi2_
3%2_ Trr1 L
3+ 2

restart;f:=x-> 3*%(x-1) "6+4%x-4;
f=x—3@—-1)°+4zx—4
t (x) :=taylor(f(x),x=0,6);
t(r) = —1— 14z +452% — 6023 + 452" — 18 2° + O(z%)
p(x) :=convert (t(x),polynom) ;
p(z) :=—1—14x+452% — 602> + 45 2% — 18 2°

139
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\

restart;
a:=n->((sin(n))"2)/n;

\%

n:=‘n‘:

plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

\Y

\%

0.7
06
05-
047
03
02-

0.1

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);

lim sin(n)? _0
n—oo n
5)
> restart;
> fi=x->cot(1/(1+x72));
1
f=z— cot(1<+_$2)

> evalf(subs(x=1,diff (f(x),x$2)));
1.806595362
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> restart;
> f:=x->x"3-2*%x"2;

fi=x— 23— 222
> Il:=int(f(x),x=-1..0);

1']::-:—11
12
> gr=x->arctan(x);
g = arctan

> I2:=int(g(x),x=0..Pi/2);

1 1 1
12 := 37 arctan(§ 7)+1In(2) — 3 In(4 + 7%)
> I=(I1+I2);
11

1 1 1
I= ~15 + 5 Warctan(§ )+ 1n(2) — 5 In(4 + 72)

>  evalf(I1+I2);
.038529249
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen C.

> restart;f:=x-> 1ln(x+1);
f=z—1In(x+1)
> t(x):=taylor(f(x),x=0,7);
1 1 1

1 1
t(:t)::x—§$2+§$3—Zx4+5x5—6x6+0(x7)
> p(x):=convert(t(x),polynom);
1, 1., 1, 1, 1

p(x)::x—§x2+§x —g¥ Ty g

6

> restart;
> fi=x->x"2+2%x;

f=x—at+2x
> Il:=int(f(x),x=0..1);

> g:=x->-2%1n(x);
g:=1x— —2In(x)
> I2:=int(g(x),x=1..4);
12 := —161n(2) + 6
> I=(I1+I2);
22

=% ~16n(2)

> evalf(I1+I2);
—3.757021557

> restart;



> a:=n->1n(2+exp(n))/(3*n);
In(2 +e")

1
a:=n— —
3 n

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

0.52 .

0.5
0.48 -
0.46 -
0.44 -
0.42 -

0.4
038
0.36 -
0.34 -

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);
I1In(2+e") 1

lim - —— = —
n—oo 3 n 3

4)

Y

restart;

> fi=x->x"2+1/2;
1

.:: 2, 2
f=r—2 +—2

> g:=x->arcsin(x);

g 1= arcsin

\

Limit (evalf (g@f) (x) ,x=1/2)=1limit (evalf (gef) (x) ,x=1/2);
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1 3
mliurr}2) arcsin(z? + 5) = arcsin(zl)
> evalf (%) ;

1
lim_arcsin(z® + ) = 8480620790

x—(1/2)

> restart;
> z:=evalc((2*sqrt(3)+2*I)~5);

z:=5121 —512+/3

6)

> restart;

> readlib(isolate):isolate(diff (sin(x+y(x))
> =

> (y(x)~2)*cos(x),x),diff(y(x),x));

9 g V(@) sin(x) — cos(z +y(x))
270 = ol y () = 2y(@) cos()




Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen D.

restart;
readlib(isolate) :isolate(diff (x
=(1-sqrt(y(x)))/(1+sqrt(y(x))) ,x) ,diff(y(x),x));
1
9 - _
2 Vy(x) A+ y(@) 2 (1+/y(@)?Vy(2)

restart;solve(z~4+11%z~2+18) ;

IV2, —1v2,31, =31

restart;
fi=x->1/(x+2);
1

f=r=5

g:=x->x+1/x;

g =T — T+ —

T
Limit (evalf (g@f) (x) ,x=-1)=1limit (evalf (g@f) (x),x=-1);
1
m +rx+2=2
z—(=1) T + 2

restart;f:=x-> 1/(1-x);
1

1—=x

f::a’,'—)
t(x) :=taylor(f(x),x=0,8);
t(r) =14z + 2 + 2 + 2 +2° + 2% + 27 + O(z®)
p(x) :=convert (t(x) ,polynom) ;

145
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p(x):=1+x+a?+a3+a*+2°+2°4 27

5)

Y

restart;
> a:=n->int(1/x,x=1+(1/n)..2-(1/n));

1
=1
a::n—>/ 1n—da:
14—
n

> n:=‘n‘:

plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

\%

0.6
0.4

0.2

-0.2 1

0.4

—0.6

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);

2n—1 n+1

) — In( ) = In(2)

lim In(

n—oo



restart;
f:=x->sin(x)/x;

P sin(x)
x
I1:=int(f(x),x=0..1);
I1 = Si(1)
g:=x->1;
g:=1
I2:=int(g(x),x=-1..0);
12 :=1
I=(I1+1I2);
I=Si(1)+1
evalf (I1+12);

1.946083070
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1)

>

CAPITULO 12. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES (1999-2000)

Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen E.

restart;
solve(z~3=(1+I),z);

1 1 1 1
(1+1)/3), -5+ N3 4 51 V3 (14 1)), -5+ /3 — 51 V3 (14 1)1/

2)

\Y

\%

\

Y

3)

>

>

4)

>

restart,;

f:=x->arctan(x~2/sqrt(x+1));
2

vao+1

1
T

Limit (evalf (g@f) (x) ,x=0)=1imit (evalf (g@f) (x) ,x=0);

)

f =z — arctan(

g:=x->abs(1/x);

g:=z—

) 1
lim 5 =00
x—0
arctan
(\/x + 1)'
restart;
fi=x->1/(x*1n(x)"~2);
1
fima= xIn(z)?

Int (f(x) ,x=exp(1)..infinity)=int (f (x) ,x=exp(1)..infinity);

>~ 1
dr =1
/e xIn(x)? v

restart;
a:=n->(n~(1/3)+n~(1/4))/(sqrt(n)+n~(1/5));
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n(/3) 4 p(/4
v+ nl/s)

a:=n—

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

1
agsé ‘
cxgé
0.85
0.8

0.75 |

0.7 1

10 20 30 40 50

> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n),n=infinity);
n(1/3) 4 p1/4)

B R

5)
> restart;f:=x-> sqrt(x+1);

f =z —Vvz+1
> t(x):=taylor(f(x),x=0,5);

11 1 5 7 21
) =14 g mg2 g g3 2 e Lo A6 (T
(7) =14 gr—gatt pa’ - et 4 omp @ — g ® O
> p(x):=convert(t(x),polynom);
11 1 5 7 21 .
g2y 3 2 a5 AT 6
P(r) =14 52— g2t + o2’ = oo atd one @ = o 7
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> restart;
> readlib(isolate):isolate(diff (6=sqrt(x+y(x))+sqrt(x*y(x)),x),diff(y(x
> ),x));

_ —Vay(@) — Vo +y(@)y(e)

Ty(@) + /Ty
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen F.

> restart;

> readlib(isolate):isolate(diff (x~3=y(x) ~4+x~2*sin(y(x))+1,x),diff (y(x)
> ,x));

—32% + 2xsin(y(z))

0 () —
Y0 = T eoslv ()
2)
> restart;f:=x-> 1/(2%x+1);
1
f=r=5

> t(x):=taylor(f(x),x=0,7);
t(z):=1—2zx+42% —8x3+ 162* — 322° + 64 2% + O(z")

> p(x):=convert(t(x),polynom);
p(z):=1—-2x+42? —82%+ 162" — 322° + 64 2°

> restart;

> a:=n->int(exp(x),x=-1/n..1/n);

1
a::nﬁ/qexdx
n

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);
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221

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2-

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);

lim () — 6(_%) =0

n—oo

4)
> restart;

> solve(z~4=3%z"2-4);

%\/6+21\/_, —%\/6+21\/_, %\/6—21\/7, —%\/6—21\/7

5)

> restart;

> f:=x->sin(x)/sqrt(1+cos(x));
sin(z)
1 + cos(z)
> Int(f(x),x=0..Pi)=int(f(x),x=0..P1i);
sin(z) de — 23

0 /1 cos(x)

f=z—
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6)
> restart;
> f:=x->abs(x~2-2);
fi=x—|z* -2

> g:=x->arcsin(1/x);

.1
g :=x — arcsin(—)
x
> Limit (evalf (g@f) (x),x=0)=1imit (evalf (g@f) (x),x=0);

1 1

)ZEW

ili% arcsin( 7
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CAPITULO 12. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES (1999-2000)

Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen M.

restart;argument (sqrt (5)+I*sqrt(5));
1

— T

4

evalf (%) ;
7853981635

restart;f:=x-> exp(-5*%x~2);

fri=x— 57
t(x) :=taylor(f(x),x=0,5);
t(z) :=1—-52%+ 22—5.754 + O(a)
p(x) :=convert (t (x) ,polynom) ;

25
p(x) = 1—53324—7:#

restart;

f:=x->exp(5*x-3)+1;
f=x—elr3) 4]

g:=x->x"2-10;

g=1z— 22 —10

plot (f(x),x=2..3);
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00O
00O -
D000 -
D000 -
D000 -
D000 -
D000 -
D000 -

02 22 24 x 26 28 3

> plot({g(x)},x=2..3);

> Area=abs(int(g(x)-f(x),x=2..3));
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14 1 1
Area = — + —el2 — Z €7

3 5 5

> evalf (%) ;
Area = 32336.29832

4)

restart;Diff (1/(sqrt(56*x~2+1)) ,x$3)=simplify(diff (1/(sqrt(5*x~2+1)),x
$3));

vV Vv

P 1 r (1022 — 3)

K s { S S
TR B CEEE SR

\

subs (x=2,diff (1/(sqrt (5*%x~2+1)),x$3));
1850

64827

evalf (%) ;

\

—.1307752176

5)

> restart;a:=n->((3"(n~2)-(2°n))~(1/n));
a:=n— (3" —2m)&)

> plot([seq([n,a(n)],n=1..20)],style=point);
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p+09 ]
e+09 f
»+09 *
e+09 f
r+09 *
+09 *

b+08

0" 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

> Limit(a(n),n=infinity)=limit(a(n),n=infinity);
1

Tim (30 —2)6) = oo
6)
> restart;
> gr=x->4%exp(x~2)+2*x;f:=x->sqrt ((2%x~2+7)) +3%x~2;
g=x—4e) 422
fi=x—222+7+ 32>

> Limit ((g@f) (x),x=0)=1imit ((g@f) (x),x=0);
lim 4 e(V2e+T432%)%) | 9. /227 17 1 622 = 47 +2/7

r—0
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2000.

Soluciones del examen N.

1)
> restart;a:=n->exp(((2*n)/(n+1))~(1/n));

0= n— (7))
> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..20)],style=point);

3.1

2.9

2.8+

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);

lim e((Q "n?)(%)) =e

n—oo

2)
> restart;

> fi=x->sqrt ((3*x+2)"2);g:=x->x"3-5;
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fi=2—/(Bx+2)?

gi=x—2>—5
> Limit ((£@g) (x) ,x=0)=1imit ((£0g) (x) ,x=0);
hn%\/(3aﬁ —13)2=13
> restart;Diff (exp((x+1)~2),x$3)=simplify(diff (exp((x+1)~2),x8$3));

B (@) = 36 (@) 1 4 20 (@+D?) 1 g (1)) 53 4 24 e((++1)) 42

>  subs(x=0,diff (exp((x+1)~2),x$3));

20e
> evalf();
54.36563656
4)
> restart;

> fi:=x->x"2+12;
f=x—22+12

> gZ:X—>—X;

Y

plot({£(x),g(x)},x=0..1);
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o

10

> Area=abs(int(g(x)-f(x),x=0..1));
7

Areq = —
6

> evalf(%);
Area = 12.83333333

> restart;f:=x-> exp(x~3-2%x"2+1);
fi=z— e(z®—22%+1)
> t(x):=taylor(f(x),x=0,5);
t(z):=e—2ex®+ex®+2ex? + O(z°)
> p(x):=convert(t(x),polynom);
p(z):=e—2ex?+ex®+2ea?

> restart;solve(5*abs(z)~2 = 3*abs(z)+1);

31 3 1 3 1 3 1
2 V29, -2 4 =29, =+ — /29, —— — — /29
w0 w0V TtV T vY® T o
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen A.

1) Basta pintar la grafica
> plot(abs(x~3-3*x"2+2) ,x=-2..2.5);

18-
16
141
12
10

y determinar los 4 puntos criticos:

la funcion tiene derivada igual a 0 en

> solve(diff(x~3-3*x"2+2,x));
0, 2

y no es derivable en

> solve(x~3-3%x"2+2);

1L,1+V3,1-V3
> evalf(1+sqrt(3));
2.732050808
Los puntos criticos en [-2,2.5] son 1 —+/3,0,1 y 2.



163

2) En cualquier punto distinto de 0 la funcion es continua por las propiedades
de las funciones continuas, y también en el 0:

>  1limit (2%x~2+3*%x+1,x=0,left);
1

> limit(x*sin(3/x)+(1+2/x) ~(3*x) ,x=0,right) ;
1

> subs(x=0,2*x~2+3%x+1) ;
1

3) Es una sencilla cuenta de ntimeros complejos:

> Im(evalc(evalc((evalc(sqrt(3+2*I)))/(1-3*I))));

3 1
S 6234 — /64213
50 VO 20 +

> evalf();

6002312586

4) Los puntos de corte son:

> solve(-x"2+7=x"2-7,%);

VA

> plot({-x~2+7,x~2-7},x=-sqrt (7). .sqrt(7));
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> Area:=2*int (-x~2+7,x=-sqrt(7)..sqrt(7));

Area = % V7
> evalf(%);
49.38735781
5) Es una cuenta:
> evalf(subs(x=3.5,diff (In((3*x~2+1)/(x~4+2)),x$11)));
88.38941

> #fin
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen B.

1)

> a:=n->(-1)"n*(1+5/n)"n;

1
a:=n— (—1)" (1 + 5—)”
n
> limit(a(n),n=infinity);

—eb..e°

> seq(a(2#n),n=1..10);

3

49 6561 1771561 815730721 59049 582622237229761 799006685782884121

47 2567 46656 ~ 16777216~ 1024~ 8916100448256 = 11112006825558016
1430568690241985328321  3244150909895248285300369 95367431640625

18446744073709551616 *  39346408075296537575424 ~ 1099511627776
> evalf();

12.25000000, 25.62890625, 37.97070045, 48.62133986, 57.66503906, 65.34496113,
71.90480516, 77.55128409, 82.45100553, 86.73617380
> seq(a(2#n-1),n=1..10);

6 —512 29 —35831808 —20661046784 —17592186044416 —20822964865671168

27 823543 7 387420489 ' 285311670611 °  302875106592253 ’
—1073741824 —66249952919459433152512 —167499529910025153071284224

14348907 7 827240261886336764177 = 1978419655660313589123979
> evalf();

—6., —18.96296296, —32., —43.50933467, —53.32977313, —61.65953887, —68.75099476,
—74.83091388, —80.08550354, —84.66329650
Entonces la sucesion de los términos pares tiende a €°, la de los impares
a-ey {a,} diverge.
2) Es una cuenta de complejos:

> readlib(polar): evalc((1-7xI)/(2+6%I));

1
—1—-=1
2
> polar(%);
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pokw(%\/g,anman(%)——ﬁ)
> evalf(%);
polar(1.118033989, —2.677945045)
3) Es una cuenta:
> subs(x=1,diff (arctan(3*x~3-1),x$7));
—32906313504
15625

> evalf(%);
—.2106004064 107

> with(plots) :plotl:=plot(x~2-2*x+4,x=0...1):
> plot2:=plot(x~2+2,x=0..1):
> plots[display] ({plotl,plot2});

4+
3.8-
3.6
3.41
3.2
3
2.8-
2.6
2.4-
2.2
24—

> Volumen:=int (Pi*(x~2-2%x+4)"~2,x=0..1)-int (Pi*(x~2+2)"2,x=0..1);

17
Vbhunen:::?;7r
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> taylor(x~4-2*x+7,x=1,5);

64+2(x—1)+6(x—1>2+4(x—1>3+(x—1)*
> subs(x=2,%);
19

> #fin
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen C.

1)
> restart;

> a;zn_>int(COS(3*X—Pi) ,X=O. -n/ (n+1)) ;
n

a::n—>/n+1cos(3x—7r)dx
0

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

0.08 1
-0.1-
0.12 1
0.14 -
0.16 -
0.18 -
-0.2 1
0.22 1
0.24 -
0.26 -
0.28 1
-037 .
0.32

10 20 30 40 50

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);

1
JLIEO —3 sin(3 - :L_ 1) =3 sin(3)
1sen(3)
— -

La sucesion converge a —
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> restart;

> z:=1/(1-6%1)"3;
107 198 ;
50653 50653

> Im(z);evalf(%);
—198

50653
—.003908949124

> restart;

> f1:=x->3%x"3-b%*x;
fl =2 — 325z

> limit((f1(x)-f1(1))/(x-1),x=1,right);
4

> f2:=x->x"4-3;
f2=x—a2*-3

Y

limit ((£2(x)-f1(1))/(x-1) ,x=1,1left);
4

La funcidn es derivable en

\mapleinline{inert}{2d}{x = 1;}{%

$x=18$%

} y su derivada es igual a 4.
4)
> restart;

> fi=x->(2*%x-1)"2;
f=2— (2z—1)?

> plot(f(x),x=0..3);



170  CAPITULO 13. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES (2000-2001)

0 02040608 112141618 222242628 3

> Volumen := Int(2*Pixx*f(x),x = 0..3)=int (2*Pi*x*xf(x),x =0..3);

3
Volumen ::/ 27z (2 —1)?de =997
0

El volumen es igual a
\mapleinline{inert}{2d}{99*Pi;}{%
$99\,\pi $%

+.

5)
> restart;
La derivada de la funcion y(x) definida implicitamente por la ecuacion

?y(z)? = (y(x) = 3)* (1 = y(z))

es igual a

> exprl:=x~(2)*y(x)~(2)=(y(x)-3)~2*(1-y(x));
exprl = 2% y(x)* = (y(z) — 3)* (1 — y(z))

> diff (x~(2)*xy(x)~(2)=(y(x)-3)"2x(1-y(x)) ,x) ;

2z y(x)’ + 22 y(2) (5 y(2)) = 2(y(2) = 3) (1 = y(2)) (5 y(2)) = (y(z) = 3)* (5 ¥(2))
Para despejar la expresion a% y se utiliza el comando isolate:
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readlib(isolate) :simplify(isolate(diff (x~(2)*y(x)~(2)=(y(x)-3)~2*x(1-y
(x)),x),diff(y(x),x)));

zy(x)*
222y(x) — 14y(x) +3y(z)* + 15

Zy(z)=-2

#fin.
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen D.

1)

> restart;plot ((-x"2+4*x)*1n(x),x=1..4);

35?
215%
15

0.5

0112141618 222242628 3 3.23.43.63.8 4

> solve(diff ((-x~2+4*x)*1n(x),x),Xx);
eRootOf(2_Ze-7~4 _Z+e-7—4)

> evalf (%) ;
2.674040404
Hay un maximo en el 2.674040404 y minimo en el 1 y en el 4.
2)
>  int(2%xx~2+3*x+5,x=-2..0)+ int((7/5)~(3*x),x=0..2);
28 34008 1
3 15625 —In(7) + In(5)

> evalf (%) ;
15.80195618



3) Es una cuenta con complejos:
> readlib(polar):

> z:=evalc((3+2%I)~2/(1-3%I));

SRR TRET)

> polar(z);

13 27
polar(— V10, —arctan(3—1

10

Entonces la forma trigonométrica es
arctg( 37)+ )).

4)

10

\Y

X"4-T*x"3+2%x"2+7 ;

=T34+ 222 47

> diff(%,x$2);

1222 — 422 + 4

> solve(12%xx~2-42xx+4) ;

71 71
— 4+ /393, -

412 4 12

> evalf(%);

31 27
I

13410

) +7)

393

3.402018967, .097981033

> plot(x~4-7*x"3+2*x~2+7,x=-1..5);

173

(cos(-arctg( 2)+ )+ i sen(-
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—80 -
~100 -
~120 -
~140 1
~160 -
~180 -

La funcion es convexa en (- oo, .097981033) y en ( 3.402018967, oo). Es
concava en (.097981033, 3.402018967).
5)
> a:=n->((n+3)/n) " (2*n) ;
n+3

2n)
—)

a:=n—

> limit(a(n) ,n=infinity);

66

> evalf (exp(6))-evalf (subs(n=2000,a(n)));
1.8095457
El error es 1.8095457.

> f#fin
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen E.

1) En cualquier punto distinto de 0 la funcion es continua por las propiedades
de las funciones continuas, y en el 0:

> 1imit (2%x~243%x+2,x=0,left) ;
2

> limit (x*cos(3/x)+(1+5/x)~(4*x) ,x=0,right) ;
1
Luego en 0 no es continua.

2) Pintamos la grafica:
> plot(abs(3*x~3-x"2+2),x=-2..2.5);

40-
30
20

101

y determinamos quiénes son los 3 puntos criticos:
la funcion tiene derivada igual a 0 en
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> solve(diff (3*x~3-x"2+2,%));
02
"9

y no es derivable en

> evalf(solve(3*xx~3-x"2+2));
—.7754198714, .5543766025 — 7432468300 I, .5543766025 + 7432468300 1

Los puntos criticos en [-2,2.5] son
\mapleinline{inert}{2d}{-.7754198714;}{%
$ - .7754198714%

},
\mapleinline{inert}{2d}{0;}{%
$0$%

Yoy
\mapleinline{inert}{2d}{2/9;}{%
?\frac {23{9}$%

3) Es una sencilla cuenta de ntimeros complejos

> Re(evalc(evalc((evalc(sqrt(5-2*I)))/(1+3%I))));

1 3
2—0\/10—1—2\/2 ~ 30 —10+2+v/29

4) Es una cuenta

> evalf(subs(x=3.5,diff (arctan((3*x~2+1)/(x~4+2)),x$10)));
—32.62023540

5) Los puntos de corte son:

> solve(-3*x~2+9=3%x"2-9,x) ;

V3. V3

>  plot({-3*x~2+9,3*x~2-9},x=-sqrt(3)..sqrt(3));
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> Area:=2%int (-3*x"2+9,x=-sqrt(3)..sqrt(3));

Area :=24/3
> evalf(%);
41.56921939

> #fin
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen F.

1) Es una cuenta de complejos:
> readlib(polar): evalc((1+7xI)/(2+6%I)"2);

JLS
200 200
> polar(%);
1 1
polar(g V2, —arctan(i)—?))

> evalf(%);

polar(.1767766953, —1.069192273)
2)
> a:=n->(-1)"(n+1)*(1+2/n) ~(3*n) ;

1
a:=n— (=1 (142 )6
n

> limit(a(n) ,n=infinity);
—eb..e"

> evalf(seq(a(2#n),n=1..10));

—64., —129.7463379, —177.3769811, —211.7582368, —237.3763138, —257.0895515,
—272.6853292, —285.3126828, —295.7362014, —304.4816395
> evalf(seq(a(2#n-1),n=1..10));

27.,99.22903013, 155.5680956, 195.8997392, 225.4523385, 247.8403512, 265.3190070,

279.3153507, 290.7626768, 300.2925415
Entonces la sucesion de los términos pares tiende a —e®, la de los impares
a ey {a,} diverge.

3) Es una cuenta:

> evalf (subs(x=2,diff (cos(3*x~3-exp(1)~x),x$15)));
1703144531 1023

4)

> taylor(x~4-3*x+5,x=2,5);
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15429 (x —2)+24 (z —2)* 4+ 8(x — 2)* + (v — 2)*

> subs(x=3,%);
7

5)
> with(plots) :plotl:=plot((x-1)~2-2%(x-1)+4,x=0..1):
> plot2:=plot((x-1)"2+2,x=0..1):
> plots[display] ({plotl,plot2});

77

6

5

4

3\

2;““\““\““\““\““\

0 0.2 0.4 x 0.6 0.8 1
> Volumen:=int(Pi*((x-1)"2-2*%(x-1)+4)"2,x=0..1)-int (Pi*((x-1)"2+2)"2,x=
> 0..1);
71
Vbhnnen:::?;7r

> #fin
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.

Soluciones del examen G.

1)
> restart;
> a:=n->int(sin(Pi+2*x) ,x=-1/n..(n+1)/n);

n+1
a::n—>/1n sin(m 4+ 2x) dx
n

> n:=‘n‘:

> plot([seq([n,a(n)],n=1..50)],style=point);

02"
03
0.4+
05
0.6
0.7

081

> Limit(a(n),n=infinity)=1limit(a(n),n=infinity);
1 1 1 1 1
lim = cos(2 nr ) — =cos(2—) = =cos(2) — =
> evalf(%);




1 1 1
lim—cos(2n+ )
n—oo n 2 n
La sucesion converge a 9§¥Q —»%

2)
> restart,;
> z:=1/(1-6%I)"3;
107 198

z = — — I
50653 50653

> argument(z);

arctan(198)
—) -
107

> evalf(%);
—2.066242359

El argumento es

\mapleinline{inert}{2d}{arctan(198/107)-Pi;}{%

$\mathrm{arctan}(\frac {198}{107}) - \pi $%
.

3)
> restart;
> f1:=x->x"3+x;
fl =z —23+x
> 1limit ((£1(x)-£1(2))/(x-2) ,x=2,right);
13
> f2:=x->13%x-16;
f2:=x—13x—16

limit ((£2(x)-£f1(2))/(x-2) ,x=2,1left);

13

\Y

La funcién es derivable en
\mapleinline{inert}{2d}{x = 2;}{%
$x=287%

} y su derivada es igual a 13.

4)
> restart;f:=x->(4*xx-5)"2;
fi=x— (40 —5)?

1
0s(2 =) = —.7080734183
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> plot(f(x),x=1..4);

120
100
80;
60;
40;

20

0112141618 2 2.‘22.‘4)(2.‘62.‘8 3 3.23.43.63.8 4

> Volumen := Int(2*Pixx*f(x),x = 1..4)=int(2*Pi*xx*f(x),x =1.

4
Volumen ::/ 2nx(4x —5)2dx =735
1

El volumen es igual a
\mapleinline{inert}{2d}{735*Pi;}{%
$735\,\pi $%

+.

5)
> restart;
La derivada de la funcion y(x) definida implicitamente por la ecuacion

? +y(z) = 2y(x) — 1) y(x)*

es igual a

> exprl:=x~3+y(x)"2 = (2%y(x)-1)*y(x)~4;
exprl == 23 +y(z)? = 2y(z) — 1) y(x)*

> diff(x"3+y(x)7~2 = (2xy(x)-1)*y(x)"4,x);

.4);
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3% +2y(x) (£ y(2)) = 2 (F y(x)) y(2)* +4(2y(x) — 1) y(2)® (5 v(2))
Para despejar la expresion a% y se utiliza el comando isolate:

> readlib(isolate):simplify(isolate(diff (x~3+y(x)"2
> =

> (2%y(x)-1)*y(x)~4,x) ,diff (y(x),x)));
2 y(g) =3 v
o N T (@) (C1 4 5y(@)? — 2y(2)?)

> #fin
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Bases de Matematicas
Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2001.
Soluciones del examen H.
1)
>  int (x~2+3*%x+5,x=-2..0)+ int((7/5)"(3%*x) ,x=0..2);
20 n 34008 1
3 15625 In(7) — In(5)
> evalf(%);
13.13528952
2)
> plot((x72-4*x)*1n(x),x=1..4);
X
O:w vl b b b b b b L ay
—0.5 1
1
-1.5 1
-2
-2.5 *
-3
—-3.5
> solve(diff ((x~2-4*x)*1n(x),x),X);
eRootOf(Q Ze Z—4 Zte Z—4)
> evalf(%);

2.674040404

Hay un minimo en el 2.674040404 y un maximo en el 1 y en el 4 .
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3) Es una cuenta con complejos:
> readlib(polar):

> z:=evalc((3-2*%I)/(1-3%I)"2);
N
25 50

Z2 =
> polar(z);

1 17
polar(l—O V13, —arctan(g) +7)

17
Entonces la forma trigonométrica es 1£03 (cos( —arctan(g) + 7 )+ isen(

—arctan(%) +7)).
4)
> a:=n->((n+5)/n)~ (4*n) ;

n—+>5
n

a:=n—( y@n)

> limit(a(n),n=infinity);

62()

> evalf(exp(20))-evalf (subs(n=1000,a(n)));
.235851495 108
El error es .235851495 108 .
5)
> XT4-T*x"3+2%x72+7 ;
ot =Tt 422247
> diff(%,x$2);

1222 — 422+ 4
> solve(12%xx~2-42x%x+4) ;
7 1 7 1
Z—l—ﬁx/?) 3, ySRET 393

> evalf(h);
3.402018967, .097981033

> plot(x~4-7*x"3+2*x~2+7,x=-1..5);
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—80 -
~100 -
~120 -
~140 1
~160 -
~180 -

La funcion es convexa en (- oo, .097981033) y en ( 3.402018967, oo). Es
concava en (.097981033, 3.402018967).

> #fin
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2002.

Soluciones del examen A.

> restart; limit(((a~(1/n)+b~(1/n))/2) n,n=infinity);

Vavb

> restart; f:=x->abs(4*xx~4-3*x"2+x+1);
fi=z— |4zt =322+ 2+ 1

> solve(diff(f(x),x));
1 1 n 1
27 4 4

1 1

BEWE:

V3171

> evalf (%) ;
.5000000000, .1830127020, —.6830127020

> evalf(solve(4*x~4-3%x~2+x+1));

—.5000000000, —.8294835411, .6647417705 — .4011272789 1,
6647417705 + .4011272789 1

> plot(f(x),x=0..1);
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2.8-
2.6
2.4
2.2

1.8-
1.6
1.4-
1.2

Los puntos criticos son 1 —% +

2
3)
> restart;limit(exp(1/x),x=0,left);
0
> limit(exp(1/x),x=0,right);
00

—_
Jk%
w

La funcién no es continua en x—0.
4)
> restart; y:=x->sqrt((1-(x"2)/(a~2))*b"2);
2
x
yi=x — (1—5)62
> V:=simplify(2*int (2+Pixx*y(x),x=0..a));
4
V= 3 csgn(b) b a?

5)
> restart;f:=x->In(exp(x)*cos(x));

f =z — In(e” cos(z))
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> taylor(f(x),x=0,8);

El coeficiente es 0.
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Bases de Matematicas

Informatica de Sistemas y de Gestion. Febrero 2002.

Soluciones del examen B.

1)
> restart;f:=x->x/1In(x);
f x
=r —
In(x)

no esté definida en x=1.
> diff(f(x),x);

1 1

In(z) In(x)?
> solve (%,x);

(&

> plot(f(x),x=exp(1)-1..exp(1)"2+1);

3.8
3.6
3.4

3.2

2.8

> f2:=x->diff (f(x),x$2);

2 =x— aa—;f(x)



192

CAPITULO 14. SOLUCIONES DE LOS EXAMENES (2001-2002)

> diff (f(x),x$2);

1 1
— 2
In(z)2z * In(z)3
> solve(f2(x),x);
o2
no hay puntos de inflexion.
2)
> restart;
>  ((n+x)/n)~(-2*n);
n+ux
(—2n)
(")
> f:=x->1limit (((n+x)/n)~(-2*n) ,n=infinity);
fi=x— lim (n i x)(—2n)
n—oo n
> diff (f(x),x$10);
1024 ¢(—22)

> restart;
> f:=x->tan(sin(x))-sin(tan(x));
f:=x — tan(sin(z)) — sin(tan(z))
> taylor(f(x),x=0,10);
1 29

N AT LA 11
301: +756x + O(z')

> convert (%,polynom) ;

> restart;
> fi=x->x"2;

> g:=x->1/x"2;

> solve(f(x)-g(x));



1, =1, 1, -1

> plot({f(x),g(x)},x=0.5..2);

4
3.5
2.5
15

1

05

06

08

12
X

14

16

18

> int(f(x),x=0..1)+int(1/x~2,x=1..infinity);

5)

> evalf(solve(x~x-2));

1.559610470

4

3
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