ALGEBRA (Informética de Sistemas y de Gestion-URJC )
Hoja 2.

1. Sea So = (O, (e1,e2)) el sistema de coordenadas ortogonales canénico de
R2 .
O = (0,0)7 €1 = (1,0), €y = (07 1).

a) Dado el vector v = (2, 3), hallar las coordenadas de los vectores

1
v+e, vU-—eq, 51}.

b) Comprobar geométricamente los resultados obtenidos en el apartado
a).

2. Sea Sy = (O, (e1,e2)) el sistema de coordenadas ortogonales canénico de
R?2 y sean OP = (1,2) y OQ = (2, 1) dos vectores de R2.
a) Determinar las coordenadas del vector PQ en Ss.

b) Determinar las coordenadas del vector PQ en el sistema ortogonal S’y
obtenidos por traslacion de O al punto O’ = (—2,1).

c) Calcular las normas del vector PQ utilizando sus coordenadas en Sy y
S’5. ;Son iguales las distancias entre OP y OQ y entre O'P y O'Q?

3. En R3, con el sistema de coordenadas ortogonales canénico S3 = (O, (e1, ez, e3)) :
0 =(0,0,0), e; =(1,0,0), e2=(0,1,0), e3=(0,0,1),
sean v = (—1,0,1), w=(1,—1,2) y 0 el dngulo entre v y w (0 <0 < ).
a) Calcular cos(0) utilizando la ley de los cosenos:
lw = ol = [Jol|* + [Jwl|* = 2ljv]|[w]|cos(6).
b) Usando las coordenadas de v y w, hallar el producto escalar v - w y

verificar la identidad
v-w = [[vf[|lw][cos(8).

¢) i Qué tipo de angulo forman v y w?

4. Demostrar que en R? el vector n = (a,b) # (0,0) es ortogonal a todas las
rectas de ecuacion

ax +by +c=0, (c € R).

5. Sean v = (—1,0,1) y w = (1, —1,2) los vectores del problema anterior.

a) Calcular la proyeccién ortogonal de w sobre v, p,(w), y la componente
vectorial de w ortogonal a v.

b) Hallar [|p,(w)]| y [Ip2o(w)]|



6. En este problemas trabajamos en R? con el sistema de coordenadas Ss.

a) Hallar los vectores

€1 X ey, €9 Xes, €3Xeq.

b) Demostrar la identidad de Lagrange:
lu < of* = [ul*[lv]]* = (u-v)
y, usando la identidad
u-v = ||ul|[v]cos(d) Vu,v € R3,

deducir que
[l x ]| = [lulllv][sen(0).

c¢) Sean u = (1,—1,2) y v = (0,3,1). Calcular el area del paralelogramo
determinado por los vectores u y v.
d) Verificar que para todo par de vectores u y v en R?\ {(0,0,0)}, u x v
es ortogonal a v y a v.
7. En este problemas seguimos trabajando en R? con el sistema de coorde-
nadas S3.

a) Sean u, vy w tres vectores en R3. Verificar que el ntimero real |u-(vxw)]
es el volumen del paralelepipedo P definido por u, v y w. (Se utilize el
hecho de que la altura h del paralelepipedo P se puede escribir como
h = ”p(vxw)(u)ll-)

b) Calcular el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores

u=(1,0,2),v=(0,1,2), w=(1,1,1).

8. Sean Py = (1,2) y P = (—1,1) dos puntos en R2.

Hallar las ecuaciones vectorial, general implicita, paramétricas y pendiente-
ordenada en el origen de la recta [ que pasa por Py y Pj.

9. Sean Py = (79,y0) € R? y r la recta de ecuaciéon ax + by + ¢ = 0.

a) Demostrar que la distancia entre Py y 7 es
lazo + byo + ¢|
d(Py,1r) = ————.
(Fo, ) e
b) Calcular la distancia entre Py = (0,1) y r : 2z —y + 3 = 0.

10. En R3, encontrar la ecuacién del plano m que pasa por el punto Py
(1,0, —1) y es ortogonal al vector n = (2, —1,5).



11.

12.

13.

14.

15.

En R?, usando la formula de la distancia entre un punto Py = (20, %o, 20)
y un plano 7 :ax + by +cz+d=0":

_laxo 4 byo 4 czo + d|

o = a o

a) calcular la distancia entre el punto Py de interseccién de las rectas de
ecuaciones

r:qy :?ék y s:sy =2-3t (k,teR)
z 3 z

y el plano 7 : 2z —y 4+ 2z = 0.

b) Calcular el coseno del dngulo que forman las rectas r y s.

Determinar si existen valores de los parametros reales s y t tales que la
recta [ en R3 de ecuaciones implicitas

sx+3y+ =z =0
—zrz+ty+2z4+1 =0

tenga ecuaciones paramétricas

z =2k
1
y =—5t+k (keR).
3
=Z_3k
z > 3

Describir todos los subespacios vectoriales de R? que contienen al punto
P=(1,1,1).

Sea M, »(R) el R—espacio vectorial respecto de las operaciones de suma
de matrices y multiplicacién de una matriz por un escalar usuales. Sea
Clz] el C—espacio vectorial de los polinomios con coeficientes nameros
complejos y con las operaciones de suma de funciones y multiplicacién por
un escalar usuales.

Escribir explicitamente las operaciones que hacen del producto cartesiano
My n(R) x C[z] un R—espacio vectorial.

Sea M el subconjunto de My, »(Z2) definido por

z 0 wu

M:{(O T y) L 2y, 2,0 € Lo ).



16.

17.

18.

19.

20.

21.

a) Escribir M como un conjunto de funciones de Ny x N3 en Zs que se
anulan sobre un subconjunto S de N x Nj.

b) Verificar que M es un Zs—espacio vectorial respecto de las operaciones
usuales de suma de matrices y producto de una matriz por un escalar.

Determinar los valores reales del parametro A tales que los siguientes vec-
tores sean un sistema libre en R? :

1 1 1 1 1 1
- = (= - vy = (—=,—=,\).
5= (=573
Interpretar geométricamente los resultados obtenidos.
Verificar si los siguientes subconjuntos del espacio de todas las funciones
reales, F(R,R), son linealmente independientes:

S = {1, sen(x), sen(2x)},

T ={(3—2)% 2> 6x,5}.
Sean u = (1,1,1),v = (1,1,2) y w = (x,1,1) tres vectores en R, siendo
2 un parametro real.
Sea H = L(u,v,w) el subespacio de R? generado por u,v y w.
Determinar para qué valores de x el subespacio H es una recta, un plano

o todo R3.

a) Verificar que para todo n € N, el sistema B,, = (1,z,22,--- ,2") es una
base del espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n,
P, (R).

(Utilizar induccion sobre n y la continuidad de los polinomios)

b) Determinar si el sistema B = (1,2 — 1, (z — 1)?, (z — 1)) es una base
¢) Escribir las coordenadas del vector p(z) = 3x® — 3 en términos de las
bases B3 y B.

Sea,
b

H{(i _(a+b+c)> ta,b,c €R}.

a) Verificar que H es un subespacio vectorial de Ms(R).
b) Hallar una base B de H.
c¢) Completar B a una base de M (R).

En el R—espacio vectorial F(N,R) de las sucesiones reales sea

H={(zp)nen : Y0 >2, xpy1 =22, —3Tp_1}.

a) Demostrar que H es un subespacio vectorial de F(N,R).

b) Comprobar que la dimensién de H es 2.



22. Aplicar el teorema de Rouché-Frébenius

a) para verificar si el vector p(z) = % — 22 + 1 pertenece al subespacio
L(z3 — 1,2 + 2) de P3(R),

b) para determinar si el sistema (2% — 1,7 + 2,22, — 1) es una base de
P;(R).

23. Calcular el rango de las matrices

1 110 2 -1 5
A=12 1 2 0] ¢ M374(Zg) B=10 4 1 S Mg(R)
1 0 0 1 6 1 16

24. Utilizar el método de Gauss para hallar una base del C—subespacio de
C3:
L((]-v 07 i)? (iv 07 0)7 (07 _i7 4)a (]-7 ]-7 1))



